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1 Théorie générale : existence, unicité
On s’intéresse a des équations différentielles d’ordre 1 dans R, c’est-a-dire des équations de la forme
X' = f(t, X) 1)

oft I'inconnue est X = X(t) et f: I x Q — R? est une fonction donnée avec I intervalle ouvert de R et Q
ouvert de R?. On supposera toujours que f est continue.

Définition 1.1. On appelle solution de l’équation différentielle toute fonction X de classe C' sur un
intervalle J < I et a valeurs dans Q qui satisfait

X'(t) = f(t,X(t))  pour tout teJ.

Il sera utile de remarquer que I’équation différentielle est équivalente & sa forme intégrale
t
X(t) = X(to) + | f(s,X(s))dx
to
ou tg € J. Cette remarque motive I'intérét du lemme classique suivant.

Lemme 1.2 (Gronwall). Soient u, a, b trois fonctions continues sur un intervalle [to,t1] & valeurs réelles.
St la fonction a est positive et que

u(t) < b(t) + / a(s)u(s)ds pour tout t € [to,t1],

alors
u(t) < b(t) + / a(s)b(s)efst a(s")ds’ g ¢ pour tout t € [to,t1].

to

Démonstration. On pose v(t) = ft a(s)u(s) ds. Cette fonction de classe C! vérifie I'inégalité différentielle

V' (t) < a(t)b(t) + a(t)v(t),

et donc
a
dt

Puisque v(typ) = 0, on en déduit par intégration que

(U<t)ef ftto a(s)ds) < a(t)b(t)ei f:o a(s)ds'

t s ’ ’
v(t)e Jig a()ds < / a(s)b(s)e_fto als)ds ds,

to
qui s’écrit aussi

t "t / /
v(t) < / a(s)b(s)els *N45 gg,
t

0

En injectant cette information dans ’hypothése du lemme on obtient bien la conclusion. O

Remarque 1.3. Dans le cas ot a et b sont des constantes, on obtient que

u(t) < belt—to)a,



1.1 Théoréme de Cauchy-Lipschitz

On appelle probléme de Cauchy le systéme d’équations

{ X,(t):f(th(t))v teJ,

X(to) = Xo, (2)

ou (tg,xg) € J x £ est donné.

Définition 1.4. On dit qu’une fonction f : I x @ — R? est localement lipschitzienne en sa seconde variable
st pour tout intervalle [t_,t] < I et tout compact K < Q il existe L > 0 tel que

Le théoréme qui suit est un résultat d’existence locale et d’unicité pour le probléme de Cauchy .
Théoréme 1.5 (Cauchy-Lipschitz). Supposons que f est continue sur I x S et localement lipschitzienne en
sa seconde variable. Alors, pour tout (to,xo) € I x  :

(i) il existe T > 0 et X € CY([tg — 7, t0 + 7], Q) solution de ([2) avec J = [to — T,t0 + 7] ;

(ii) si X1 et Xo sont des solutions de (2|) sur des intervalles Jy et Jo, alors X1 = Xo sur Jy 0 Js.

Démonstration. (i) Existence. On démontre un résultat un peu plus fort, a savoir que :

Pour tout intervalle [t_,t,] < I et tout compact K < , il existe 7 > 0 tel que pour tout (to,zq) €
[t_,t.] x K il existe une solution X € C!([to — 7,t¢ + 7], Q) de [) avec J = [ty — 7,t0 + 7).

L’idée de la démonstration est de réécrire le probléme de Cauchy sous la forme intégrale

t
X(t) =m0+ [ f(s,X(s))ds
to
et d’utiliser le théoréme de Banach-Picard pour obtenir I’existence d’un point fixe pour 'opérateur I défini

par
t

I'X(t)=z0+ | f(s,X(s))ds.

to
Soient [t_,t4] < I et K < Q compact. On se donne € > 0 assez petit pour que [t 15 ] := [t_—€,t4+€] = T
et K. :={zeR? d(x,K) <€} = Q, et on note L, la constante de Lipschitz locale correspondant a [t<, <]
et K.. Comme f est continue, il existe une constante M, telle que

[f(t,z)| < M, pour tous te [t°,t5] et xe K.
On choisit alors 7 > 0 suffisamment petit pour que
T < €, TM, <€ et 7L < 1.
On fixe maintenant (to,zo) € [t—,¢+] x K. La condition 7 < € assure que I'X est bien défini pour X dans
E :=C([to —7,to + 7], K¢).

La condition 7 M, < € assure que 'opérateur I ainsi défini envoie F dans lui-méme puisque pour tout X €
et tout t € [to — 7,t0 + 7] on a

< |t —to|Me < TM, < e

DX () — a0 < ] [ 15 x (61

Muni de la norme | - |, 'espace E est un espace de Banach, et la derniére condition 7L, < 1 assure que T’
est une contraction stricte pour cette norme puisque pour tous X,Y € E et tout ¢t € [tg — 7,40 + 7] on a

ITX(#) = TY (@) < ‘ 1 (s, X(s)) = f(s5,Y ()] ds

to

< TLX = Y|w0-




Le théoréme de point fixe de Banach-Picard assure donc l'existence d’un unique point fixe dans E pour
I'opérateur I, et ce point fixe est la solution recherchée.

(i) Unicité. Soient X; et Xo des solutions de sur des intervalles J; et Jo. On suppose que J1 N Jo n’est
pas réduit a {to}, auquel cas le résultat est immédiat. On a alors que 'intervalle J; n Jy n’est pas d’intérieur
vide et on note |t_, ¢ [ cet intérieur. Remarquons que nécessairement t_ <ty < t;.

Sity > tg, alors pour tout € €]0,t — o[ les fonctions X7 et X sont continues sur [to,t;+ — €] et leur
image sur cet intervalle compact est donc compacte dans €2. On note K, la réunion de ces deux images et L.
la constante de Lipschitz de f sur [to,t+ — €] x K. On a alors

t
[ X1 (t) = Xo(8)] < [X1(to) — Xa(to)| + Le/t | X1(s) — Xo(s)] ds

sur [to,t+ — €] et le lemme de Gronwall nous assure que
[X1(8) = Xa(t)] < "= Xs (t0) — Xa(to)]| =0

pour tout t € [to,t+ — €]. On en déduit I'égalité de X1 et Xo sur [to,t+[, et méme sur [to,t4] sity € Jp N Jo
par continuité de X7 et Xo.
Sit_ <ty on obtient de la méme maniére I’égalité de X7 et Xy sur [t_,to] n J1 N J2 en écrivant que

t
Xl(t() — t) - Xg(to — t) = Xl(to) — Xg(t()) — / (f(t() — S,Xl(t() — 8)) - f(to, S,Xg(to — S))) ds
0
pour tout t € [0,%9 — t_[ et en appliquant le lemme de Gronwall. O

1.2 Solutions maximales et solutions globales

Le résultat d’unicité dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure qu’il existe un plus grand intervalle
J < I sur lequel le probléeme de Cauchy admet une solution, et que cette solution est unique. Cette
solution est appelée solution maximale : par définition on ne peut pas la prolonger au dela de J. Lorsque
J =1, on dit que cette solution est globale.

Théoréme 1.6 (sortie de tout compact). On se place sous les mémes hypothéses sur f que dans le théo-
réme et on considére X € C*(J, Q) une solution mazimale de , Alors ou bien sup J = sup I ou bien
“X sort de tout compact de 27, c¢’est-a-dire que pour tout compact K < §Q, il existe tx < supJ tel que

X(t) e O\K pour tout te Jn [tg,+0).
Et on a le résultat analogue pour les bornes inférieures.

Démonstration. Supposons par I’absurde que ¢t := supJ < sup [ et qu’il existe un compact K < €2 et une
suite (tn)nen < J tendant vers ¢, telle que (X (¢,)) € K. Comme on I’a montré dans la preuve du point (i)
du théoréme on peut trouver un 7 > 0 tel que pour tout (sg,yo) € [to,t+] x K il existe une solution
Y € CY([so — 7,80 + 7],9) de telle que Y (s9) = yo. Comme ¢, tend vers t,, il existe un ng tel que
tno € [t+ — 7/2,t4+] et donc une solution Y € C1([tn, — T,tn, + 7], Q) de (1) telle que Y (t,,) = X (tn,). Ceci
contredit le fait que X soit une solution maximale puisque ¢, + 7 > t,. O

Corollaire 1.7. On considére le cas @ = R% et on suppose que f est continue sur I x R, localement
lipschitzienne en sa seconde variable, et que pour tout [t_,t,| < I il existe M > 0 tel que

Vielt byl Yo e Y [f(ta)] < M(1L+ o). (4)
Alors toutes les solutions mazimales de sont globales.

Démonstration. Soit (tg,zo) € I x R? et soit X € C'(J,R?) la solution maximale de . Supposons par
I’absurde que ¢, := supJ < sup . On part alors de

X(t)=zo+ [ f(s,X(s))ds

to
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pour en déduire en utilisant Iexistence d’'un M > 0 tel que

t
[ X < [xol + M(t+ —to) + M [ | X(s)]ds
to
pour tout t € [tg, t+[. Le lemme de Gronwall assure alors que

[ X@)] < (ol + M(ts - to))eM(t+—to)

pour tout ¢ € [to,t4[. Cette estimée empéche la sortie de tout compact, ce qui contredit le théoréme On
en déduit donc que sup J = sup I, et par le méme raisonnement que inf J = inf I. Comme I est ouvert, cela
donne bien que J = 1I. ]

Remarque 1.8. Si la fonction f est globalement lipschitzienne en sa seconde variable sur I x R?, ¢’est-a-dire
s’il existe L > 0 tel que

Ve LVr,yeRY,  [f(tx) — f(t.y)| < Llz —yl,

alors f vérifie clairement a la fois et ,



2 Equations scalaires

On dit que I'équation est scalaire quand d = 1.

2.1 Equations scalaires linéaires

Vocabulaire. On dit que I’équation différentielle (1)) est linéaire quand

ft,x) = a(t)x + b(t).

Elle est dite homogéne (ou sans second membre) quand b(t) = 0.
Elle est dite autonome (ou a coefficients constants) quand a et b ne dépendent pas de t.

Cas homogéne. On considére donc ici I'équation différentielle
X' =a(t)X (5)

ou a est une fonction continue d’un intervalle I < R dans R. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique &
cette équation, et donc pour tout tg € I et tout g € R il existe une unique solution maximale X telle que
X (to) = xo. De plus cette solution est globale.

Pour zy = 0, la solution est donnée explicitement par z(t) = 0. On déduit alors de 'unicité que si xg > 0
(resp. xg < 0), alors pour tout t € I on a X (t) > 0 (resp. X(t) < 0).

On considére maintenant zp > 0 (le cas zyp < 0 se traite de maniére similaire). Comme X (¢) > 0 pour
tout t € I, on peut diviser I’équation différentielle par X et on obtient alors

X'(t)
X = a(t).

En intégrant entre ¢g et t on obtient

t

In(X(t)) = In(xo) + / a(s) ds.

to

En passant ensuite & I’exponentielle on trouve
t
X(t) = zg elto )%, (6)

En fixant ty € I, on obtient finalement que les solutions de 1’équation sont les fonctions de la forme @
avec zg € R quelconque. En particulier I’ensemble des solutions de est un espace vectoriel de dimension 1.

Cas non-homogéne : Méthode de variation de la constante. On considére maintenant 1’équation
non-homogeéne

X' =a(t)X + b(t) (7)

ou le second membre b : I — R est une fonction donnée. Il est facile de vérifier que si on connait une
solution particuliére X, de cette équation, alors toutes les autres sont obtenues en ajoutant & cette solution
particuliére une solution de I’équation homogéne . La résolution de I’équation se réduit donc a trouver
une solution particuliére, puisqu’on a déja vu comment résoudre I’équation homogéne associée.

La variation de la constante est une méthode permettant de trouver une solution particuliére en s’inspirant
de la forme des solutions de I’équation homogéne. Plus précisément, elle consiste a chercher une solution
particuliére sous la forme

X,(t) = K(t) elo @,

Dans cette expression, on rend “variable” la constante xy de . La question est maintenant d’identifier la
fonction K pour que X, vérifie . En injectant I'expression de X, dans on obtient

K'(8) elo 09 1 i (8)a(t) elio OV — () K (¢) elio 7% 1 p(p),



et donc

t
K'(t) = b(t) e Jio 2.
Une intégration donne alors comme possibilité

t S ! !
K(t) = / b(s) e~ o @)
t

0

ce qui conduit & la solution particuliére

t t / d /
X, (t) - / b(s) et ol s’

to

Finalement les solutions de ’équation s’écrivent

t t t / /
X(t) =z efto a(s)ds + / b(S) efs a(s)ds ds
to

ol xg € R est une constante quelconque.

Exemple. Résoudre sur I = R ’équation X' = 2tX + (t — 1)e*.

2.2 Equations scalaires non-linéaires & variables séparables

On considére ici le cas ou
[t x) = a(t)g(z).
Dans ce cas on peut appliquer la méme stratégie que pour les équations linéaires homogénes, qui correspondent
au cas particulier g(z) = .

Supposons que g est localement lipschitzienne sur €2 et qu’il existe 1,z € Q tels que g(x1) = g(z2) =0
et g(x) > 0 pour tout x € |z1,x2[. On a alors clairement que les fonctions constantes égales & x1 ou a x2 sont
solution de I’équation

X' =a(t)g(X).

Maintenant si on considére xq € |1, x2[, alors 'unicité dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure que la
solution maximale X du probléme de Cauchy vérifie X (t) € |x1, 22 pour tout ¢t € J. Par conséquent, on
a g(X(t)) > 0 pour tout t € J et on peut écrire

En intégrant entre ¢g et t on obtient

G(X (1)) = /ta(s)ds, ot Gla)m /

to

v dy
o 9(y)

La fonction G est strictement croissante sur |z1,x2| puisque G’ = 1/g. De plus, comme g est localement
lipschitzienne, il existe L > 0 tel que g(z) = L(z — x1) et g(z) = L(xo — z) pour tout z € [21, 23], et on en
déduit que lim,_,,, G(x) = —ow et lim,_,,, G(z) = +00. La fonction G est donc un C!-difféomorphisme de

|21, z2[ sur R et on a pour tout ¢t € J
t
X(t) = G_1</ a(s) ds). (8)
to

Si 'on sait calculer une primitive de a et de 1/g, et que 'on sait inverser G, alors on obtient une formule
explicite pour la solution maximale du probléme de Cauchy avec donnée initiale X (tg) = x¢. Cependant,
la formule permet également d’obtenir de précieuses informations sur les solutions lorsque ’on ne sait
pas expliciter G™!. En particulier on voit sur que X (t) est défini pour tout ¢ € I, et donc les solutions
maximales sont globales. On voit également que si a(t) = 0 pour tout t € I et que l'intégrale jz; a(s)ds
diverge en sup I (resp. inf I), alors limy_,sup 7 X () = 22 (resp. limy ins 7 X (t) = z1).

Il est & noter que cette méthode peut s’appliquer dans un cadre plus général que les hypothéses faites
sur g ci-dessus.



Exemple. Résoudre I’équation de Ricatti o I = Q = R et f(t,z) = 22, et en déduire que la seule solution
globale est la solution nulle.

Exemple. On considére I’équation différentielle X'(t) = 24/|X (t)| sur I x Q@ = R x R. Trouver toutes les
solutions mazximales du probléme de Cauchy avec donnée initiale X (0) = 0 et vérifier qu’elles sont globales.

On a vu que la formule permettait d’obtenir des informations sur le comportement qualitatif des
solutions. Ce comportement peut aussi étre obtenu de maniére moins calculatoire et plus visuelle via le
champ de vecteur z — g(x).

Gardons les méme hypothéses sur g que plus haut et supposons que a(t) = 0 pour tout ¢t € I. Pour
xo € |z1, z2[, on a déja vu que X (t) € |x1, x| pour tout ¢t € J et donc X est strictement croissante puisque
X'(t) = g(X(t)) > 0. De plus X (¢) est minoré par x; et majoré par xa, donc la solution maximale est globale
et admet des limites limy_,inf r X () € [21, 2o[ et limy_qup 1 X () € |20, 22]. Si I'intégrale fti) a(s)ds diverge en
sup I (resp. inf 1), alors limy_,sup 7 X (t) = 22 (resp. limy_,ing; X (t) = 21). En effet, supposons par 'absurde
que limy gup 7 X (t) = T < x2. Alors pour tout ¢ € I on a g(X(t)) = g := inf[,; 51 g > 0 et donc X'(t) > ga(t).

En intégrant on obtient
t

X(t)=x0+ g/ a(s)ds —— 4+
“Jt t—sup

et donc une contradiction. On traite de la méme maniére le cas o 'intégrale ftto a(s)ds diverge en inf I.
Tout comme pour la formule , ce principe d’étude qualitative peut s’appliquer dans un cadre plus

général d’hypotheéses sur a et g.

Exemples. Etudier les équations suivantes sur I = Q =R :
1. X' =sin(X),
2. X' =sin(t),
3. X' = sin(t) sin(X).



3 Systémes linéaires

On considére maintenant des équations différentielles linéaires en dimension d > 2, c¢’est-a-dire des équa-
tions de la forme

X' = At)X + B(t) 9)
ot A: I > MyR)et B: 1 — R? sont des fonctions continues. De telles équations sont parfois appelées
systémes différentiels linéaires.

3.1 Cas homogéne
Comme dans le cas scalaire, on commence par s’intéresser au cas sans second membre
X' =A#)X. (10)

Fixons to € I. A nouveau le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique et pour tout zo € R? on a l'existence
d’une unique solution globale X vérifiant X (tg) = z¢. En revanche, a la différence du cas scalaire, il n’existe

pas en général de formule explicite pour cette solution. Néanmoins, si on se donne une base (vy,--- ,vq) de
R? (par exemple la base canonique) et que pour tout i € {1,---,d} on note X; la solution maximale de ([T0]

telle que X;(typ) = v;, alors on a par linéarité que toute solution X de s’écrit
d
X(t) =) i X,(t)
i=1

ou les «a; sont déterminés de maniére unique par la décomposition X (ty) = Zf;l a;v;. On en déduit en
particulier que I’ensemble des solutions de est un espace vectoriel de dimension d. En effet on vient de
voir que I’application linéaire définie de R? dans 1’espace vectoriel des solutions par (aq,--- ,ag) — Z?:l o; X;
est surjective, c’est donc un isomorphisme par le théoréme du rang.

Systémes homogénes & coefficients constants. S’il n’existe pas de formule explicite pour I'équa-
tion en dimension d > 2 en général, il est possible de résoudre 1’équation dans le cas autonome ot
A(t) est une matrice constante A en utilisant 1’exponentielle de matrice. Rappelons que pour A € My(R) on

note exp(A) = et = Y% %!d. Pour tout zo € R?, il existe une unique solution X € C*(R,R?) a I'équation
X' = AX vérifiant X (0) = xo, et celle-ci est donnée par
X(t) = eay. (11)
En diagonalisant ou en trigonalisant la matrice A, on peut donc avoir de précieux renseignements sur les
solutions. Dans le cas d = 2 par exemple, on a les cas suivants :
o si A est diagonalisable dans R dans une base (v1,v2) avec Avy = Ajvy et Avg = Agve, alors
X(t) = areMto; + ageP?tus.
o si A est diagonalisable dans C dans une base (v1,vy) avec Avy = (u + iw)vy et Avg = (u — iw)va, alors
X (t) = e cos(wt)(a1v1 + agvy) + eH sin(wt) (i vy — iavs).
Notons que ’on peut choisir v9 = v1, auquel cas as = &j et on peut alors écrire
X (t) = 2et cos(wt) Re(aqvy) — 2 et sin(wt) Im(aqv1).
o si A est trigonalisable dans R dans une base (v1,v2) avec Avy = Avy et Avg = v1 + Avg, alors
X (t) = eM((a1 + tag)vy + agve).

3.2 Cas non-homogéne : Méthode de la variation des constantes

Si 'on connait d solutions Xy, -, Xy de linéairement indépendantes, on peut résoudre le systéme
différentiel inhomogéne @ par la méthode de la variation des constantes.

On sait que la solution générale de (10)) s’écrit Y, o; X; ot les oy sont des constantes réelles. La méthode
consiste alors a chercher des solutions de @ sous la forme

X(t) = 2 o (1) Xi(t)

=1
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ott les o : J — R sont des fonctions de classe C'!. Par dérivation on obtient que X est solution de si et

seulement si
d

d
Z o (1) Xi(t) + Z ;i () X;(t) = Z ai(t)A(t) Xi(t) + B(t),
i=1

i=1 i=1
et comme X = A(t)X; on obtient

d
D A0 Xi(t) = B(t).
i=1

Les X; étant indépendants, ceci apparait comme un systéme de Cramer dont les inconnues sont les o(t).
Par résolution puis intégration on trouve les a;.

Remarque 3.1. Comme nous l’avons vu dans la section dans le cas scalaire (d = 1) il est facile de
résoudre ’équation différentielle linéaire homogéne X' = a(t) X, ot a: I — R est continue.

Pour d = 2 en revanche, il n’existe pas de méthode générale pour résoudre I’équation homogéne (10]) si
la fonction A : I — Mgy(R) n'est pas constante. Il est en particulier important de noter que les solutions

t
ne sont pas données par la formule efto Al®) dsaco comme on pourrait le penser en voulant trop rapidement
généraliser @ et/ou (11). Ceci tient au fait que eeB nest pas égal a e B si A et B ne commutent pas.
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4 Equations linéaires scalaires du second ordre

On s’intéresse ici & des équations scalaires du second ordre, c’est-a-dire faisant intervenir la dérivée seconde
de l'inconnue. Plus précisément, on considére I’équation différentielle linéaire scalaire

" +alt)x +0(t)x = c(t), (12)

ol a, b et ¢ sont des fonctions continues de I dans R.

4.1 Systéme d’ordre 1 en dimension 2

L’équation peut se ramener & une équation différentielle du premier ordre. En effet il est équivalent

de dire qu’une fonction z est solution de et que X = (j,) est solution de

= (Lot —ai) ¥+ (i)

On déduit donc du résultat sur les systémes linéaires que pour tout tg € I et pour tout couple (zg,vg) € R?,
il existe une unique solution z de définie sur I tout entier, telle que x(ty) = g et z'(ty) = vp.

Equation homogeéne a coefficients constants. L’étude des systémes linéaires homogeénes a coefficients
constants nous permet de résoudre ’équation ((12)) dans le cas ot a et b sont des constantes et ¢ = 0.

. . . 0 1 .
L’expression de ces solution dépend des valeurs propres de la matrice A = (—b > Pour obtenir ces

valeurs propres, on calcule
A =1
b A+a

On déduit alors du cas des systémes homogénes de dimension 2 & coefficients constants que :

det(/\I—A)—' =X +a\+b.

o sia® —4c > 0 alors A a deux valeurs propres réelles A\, A2 et
x(t) = areMt + aze??t avec aq, as € R.

o si a? —4c < 0 alors A a deux valeurs propres complexes conjuguées f + iw et
z(t) = e (o cos(wt) + agsin(wt)) avec ar, az € R.

o si a2 —4c = 0 alors A admet une valeur propre double A € R et
z(t) = eM(ay + tag) avec ag,as € R.

Equation non-homogéne : méthode de variation des constantes. Supposons connues deux solutions
linéairement indépendantes x1 et xo de
2 +a(t)r +b(t)x = 0. (13)

La méthode de la variation des constantes décrite dans le cas des systémes nous conduit & chercher des
solutions de ([12)) sous la forme x(t) = oy (t)x1(t) + aa(t)z2(t) ot aq et ag sont solutions de

{0/1:1:1 + atry = 0

ozl + ahxh, = ct)

4.2 Wronskien

Comme nous I'avons déja fait remarquer, il n’existe pas de méthode générale pour trouver deux solutions
linéairement indépendantes de ([13]). Par contre si on en connait une qui ne s’annule pas sur I, alors on sait
en trouver une autre (linéairement indépendante).

Pour cela on définit le Wronskien d’un couple de solutions (z1,x2) de I’équation par

W(t) = z1(t)as(t) — 2 (£)za(t).
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On montre alors facilement que W’ + a(t)W = 0 et donc

t

W(t) = W(to) exp - / a(s) ds).

to

Si on connait une solution z1 qui ne s’annule pas sur I, on peut alors trouver une autre solution zs en
résolvant ’équation scalaire du premier ordre

Th — 7 To = Wito) exp(— /tta(s) ds).

0

On remarque par ailleurs que le Wronskien est le déterminant du systéme en o, of, de la variation des
constantes. Ce systéme est donc bien inversible, car le Wronskien est soit identiquement nul (si 21 et zg son
colinéaires), soit toujours non-nul (si z1 et x2 sont linéairement indépendantes). De plus on peut facilement
calculer son inverse & I’aide du Wronskien puisqu’on est en dimension 2.

12



5 Systémes de dimension 2 : portrait de phase

On s’intéresse ici uniquement a des équations différentielles homogénes et autonomes en dimension d = 2,
c’est-a-dire des équations de la forme X’ = f(X) avec f : Q c R? — R2,

5.1 Cas linéaire

Dans le cas ou f est linéaire, c’est-a-dire que 1’équation différentielle s’écrit X’ = AX avec A € My(R),
la fonction constante égale & zéro est toujours solution et le portrait de phase au voisinage de zéro se déduit
de I’étude des valeurs propres de A.

Dessins

5.2 Un exemple non-linéaire : ’équation de Lotka-Volterra

Le systéme proies-prédateurs de Lotka-Volterra est I’équation suivante

/
{ x' = ax — bxy, (14)
Yy = —cy + dzy,

ol a, b, c et d sont des constantes strictement positives. Ce systéme a été introduit pour modéliser 1’évolution
des effectifs de population de proies (sardines) et de prédateurs (requins). La quantité z(t) représente le
nombre de proies au temps ¢ et y(¢) le nombre de prédateurs. Dans ce modéle simplifié, les proies naissent
avec un taux a et meurent quand elles rencontrent un prédateur avec un taux b. Les prédateurs meurent avec

un taux c et naissent proportionnellement au nombre de proies disponibles avec un taux d.
ax — bxy

La fonction f : (5) — (—cy + day
plique donc et I’équation admet une unique solution maximale pour toute donnée initiale (x(0),y(0)) =

(z0,0) € R?.

Si 2o = 0 et yo # 0, on voit facilement que la solution est donnée par z(t) = 0 et y(t) = yoe ™ pour tout
t € R. De méme si g # 0 et yo = 0 on a z(t) = zoe® et y(t) = 0 pour tout ¢ € R. On en déduit par l'unicité
du théoréme de Cauchy-Lipschitz que si 29 > 0 et yo > 0 alors z(t) > 0 et y(¢) > 0 pour tout ¢ € R. On dit
aussi que le cadrant positif

) est de classe C! sur R2. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’ap-

C

Qz{(x,y)eRQ, x>0, y>0}

est laissé invariant par I'équation (I4). Dans cet ensemble, la fonction f ne s’annule quen (z, ye) = (c¢/d, a/b)
et la seule solution constante de 1’équation dans @ est donc donnée par ce point.

Pour tout (z,y) € Q on pose
H(z,y) = —clnz +dx —alny + by.

On vérifie facilement que cette fonction est strictement convexe en calculant sa matrice hessienne, et qu’elle
atteint son minimum global en 'unique point critique (z¢, ye). On vérifie également que si t — (z(t),y(t)) € @
est une solution de (14)), alors la fonction ¢ — H(z(t), y(t)) est constante. On en déduit en particulier que les
trajectoires strictement positives du systéme sont bornées. En effet, on peut écrire H(z,y) = L q() + Lap(y)
avec Lcq(x) — 400 quand  — 0 et quand  — +0o0 (idem pour L,4(y)). On a donc que L. g(x(t)) <
H(z0,y0) —min L, j, et cela impose a z(t) d’étre bornée (on raisonne de la méme maniére pour y(t)). Le théo-
réme de sortie de tout compact implique alors que les solutions maximales sont globales. On va maintenant
montrer grace a la fonction H que les solutions sont périodiques.

Soient Hy > H(x¢,ye) = min H et (zg,yo) tel que H(xo,yo) = Ho avec yo = ye. On a H(x(t),y(t)) = Hy
pour tout ¢ = 0 et on définit alors

NO = Hil(HO) = {(:c,y) € Q7 H(m,y) = HO}'

Par stricte convexité de H, on a que pour tout 0 € [0, 27| Papplication r — H(x. + rcosf,y. + rsinf) est
strictement convexe et comme elle atteint son minimum en 0 on en déduit qu’elle est strictement croissante
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sur son intervalle de définition [0, fy[, avec ¢y = +0o0 seulement quand 6 € [0,7/2]. De plus elle tend vers
+o quand r — {y. Par conséquent il existe un unique r > 0 tel que H(x. + rcosf,y. + rsinf) = Hy,
c’est-a~dire un unique r > 0 tel que (z. + rcosf,y. + rsinf) € Ny. On note R(6) ce r > 0. On définit ainsi
une fonction 27-périodique R : R — |0, 40| telle que (z,y) € Np si et seulement si il existe 6 € R tel que
(z,y) = (xe + R(0) cos b, ye + R(0)sin ).

On définit maintenant pour 6 € R et r > 0 tel que (2 + 7 cos b, y. + rsinf) € Q

F(0,r) = H(xe + rcosb,y. + rsinf) — Hy,
de sorte que
(e + rcosb,y. +rsinfd) e Ny < F(0,r)=0

et donc
Fl,r)=0 < r=R(0).

Si on peut appliquer le théoréme des fonctions implicites, on obtiendra que la fonction R est de classe C1.
On calcule alors
oF cos 0 sin @ drcos® 0 brsin? 0

—(0,r) = —¢c———— +dcos —a———— + bsinf = —.
87‘( ) Te + 1 COSO Ye + 7 sin 6 Te+1rcosf Yo+ rsind

Pour (6,7) tel que F(6,7) = 0 on a (z. + rcosf,y. + rsinf) € Ny < Q donc %—f(@,r) > (0. On peut donc

appliquer le théoréme des fonctions implicites et R est de classe C.

Maintenant, comme (x(t), y(t)) € Np pour tout ¢ > 0, il existe une unique fonction 6 : [0, +oo[ — [0, 27[
telle que z(t) = z.+R(6(t)) cosO(t) et y(t) = ye+R(O(t)) sin(6(¢)). On pose alors Q* := Q\{(ze+7,ve), 7 = 0}
et on définit la fonction A : Q* — 0, 27| par

arctan(y_%) six > xe et y > ye,
T — Te
7r+arctan<y_y€> Sl x < Xe,
T — Te
Az,y) = 1
T — Te .
arccot( > S1 Y > Ye,
Y= Ye
iL‘—.Te .
T+ arccot( ) S1 Y < Ye.
Y—Ye

Cette fonction angle est de classe C! et pour tout 6 € ]0, 27[ et tout r > 0 on a A(ze +7 cos 6, ye +7sin ) = 0,
de sorte que quand 6(t) € ]0,27[, c’est-a-dire quand (z(t),y(t)) € Q*, on a 0(t) = A(z(t),y(t)). Comme en
t =0o0naz'(0) =0 ety (0) >0, on en déduit que §(0) > 0 et donc il existe € > 0 tel que 6(¢) € ]0, 27|
pour tout ¢t € ]0,&[. On définit alors

T = sup {t >0, Vse ]0,¢t[, 0(s) € ]0, 27r[}.

L’ensemble de droite est non vide puisqu’il contient £ et on a donc T' € [e, +o0]. Sur Uintervalle de temps
10, T[ on a finalement que 6 est de classe C! comme composée de fonctions de classe O, et on peut donc
écrire pour tout ¢ € 0,7

PO\ (RUOW) cos(8(2)) — r(6(t)) sin(6(1))
( ) =60) (R’(@(t» sin(6(t)) + r(6(t)) cosw(t») '

Comme

<x’(t)>
y'(t)

t € ]0,7[. Comme en ¢t = 0 on a 6/(0) > 0, on en déduit que 0'(t) = co puis 6(t) > cat. Cela implique
que T' < 27m/cy < +0 et que limy_,70(t) = 27. Par conséquent (z(T"),y(T")) = (wo,yo) et 'unicité dans le
théoréme de Cauchy-Lipschitz assure alors que la solution (x(t),y(t)) est périodique de période T'. Comme

on a également montré que (z(t),y(t)) parcourt toute la courbe Np, on en déduit que toutes les solutions
sont périodiques. De plus la période ne dépend que de la ligne de niveau Ny sur laquelle vit la solution.

= Hf (ig;)‘ > ¢; > 0 pour tout ¢ € R, on en déduit que |6'(¢)| = ¢2 > 0 pour tout
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En intégrant
/ /

x
—=a+by et Yo ttda
xr Y

1 [T c 1 (7 a
- Hdt=S et = tydt = 2.
T/o wydi= 5 e T/o ey dr =

A partir de ces expressions, on peut donner une interprétation de l'influence de la péche sur les deux popu-
lations de proies et de prédateurs.

sur [0,7] on obtient que
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