
Université de Tours L3 Mathématiques

P. Gabriel

Introduction au calcul différentiel

Table des matières

1 Différentielle 3
1.1 Définition et premières propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Dérivées directionnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 Dérivées partielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2 Accroissements finis et applications 6
2.1 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.2 Inégalité des accroissements finis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.3 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3 Différentielle seconde et optimisation 9
3.1 Différentielle seconde . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.2 Formule de Taylor-Young . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
3.3 Optimisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

4 Inversion locale et application 14
4.1 Homéomorphismes et difféomorphismes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
4.2 Le théorème d’inversion locale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
4.3 Le théorème des fonctions implicites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1



Introduction

On part du rappel qu’une fonction f : R Ñ R est dérivable en x P R si la limite du taux d’accroissement

lim
hÑ0

fpx ` hq ´ fpxq

h

existe. Cette limite, notée f 1pxq, est appelée dérivée de f au point x. De manière équivalente on peut écrire

fpx ` hq “ fpxq ` f 1pxqh ` ophq.

Autrement dit, f admet un développement limité à l’ordre 1 en x. La droite d’équation h ÞÑ fpxq ` f 1pxqh
est la tangente au graphe de la fonction f au point x. On peut également écrire dans R2

ˆ

x ` h
fpx ` hq

˙

“

ˆ

x
fpxq

˙

`

ˆ

h
f 1pxqh

˙

`

ˆ

0
ophq

˙

“

ˆ

x
fpxq

˙

` h

ˆ

1
f 1pxq

˙

` ophq

ˆ

0
1

˙

.

Ce qui vient d’être dit sur les fonctions de R dans R s’étend sans difficulté aux fonctions de R dans R2.

Une fonction f : R Ñ R2, définie par ses coordonnées fpxq “

ˆ

f1pxq

f2pxq

˙

, est dérivable en x si chacune de ses

coordonnées f1 et f2, qui sont des fonctions de R dans R, sont dérivables en x. On note alors f 1pxq “

ˆ

f 1
1pxq

f 1
2pxq

˙

la dérivée de f , qui n’est plus un nombre cette fois, mais un vecteur de R2. On a néanmoins toujours le
développement limité

fpx ` hq “ fpxq ` hf 1pxq ` ophq,

et la droite d’équation h ÞÑ fpxq `hf 1pxq est toujours la tangente au graphe de la fonction f au point x. On
peut également écrire dans R3

¨

˝

x ` h
f1px ` hq

f2px ` hq

˛

‚“

¨

˝

x
f1pxq

f2pxq

˛

‚`

¨

˝

h
f 1
1pxqh
f 1
2pxqh

˛

‚`

¨

˝

0
ophq

ophq

˛

‚“

¨

˝

x
f1pxq

f2pxq

˛

‚` h

¨

˝

1
f 1
1pxq

f 1
2pxq

˛

‚` h

¨

˝

0
ε1phq

ε2phq

˛

‚,

où ε1phq Ñ 0 et ε2phq Ñ 0 quand h Ñ 0.

Regardons maintenant ce qui se passe pour les fonctions de R2 dans R. Les graphes de telles fonctions
sont des nappes, et la notion de droite tangente en un point est remplacée par celle de plan tangent. En
d’autres termes, le développement limité d’une fonction f : R2 Ñ R en un point x P R2 s’écrit sous la forme

fpx ` hq “ fpxq ` Lxphq ` ophq

où Lx : R2 Ñ R est une application linéaire, de sorte que le plan d’équation h ÞÑ fpxq ` Lxphq est le plan

tangent au graphe de f en x. Si l’on écrit x “

ˆ

x1
x2

˙

et h “

ˆ

h1
h2

˙

, alors le développement limité peut s’écrire

sous la forme

fpx1 ` h1, x2 ` h2q “ fpx1, x2q ` h1Lxp1, 0q ` h2Lxp0, 1q ` o

ˆ

h1
h2

˙

.

On peut également écrire dans R3

¨

˝

x1 ` h1
x2 ` h2

fpx1 ` h1, x2 ` h2q

˛

‚“

¨

˝

x1
x2

fpx1, x2q

˛

‚`

¨

˝

h1
h2

Lxph1, h2q

˛

‚`

¨

˝

0
0

ophq

˛

‚.
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1 Différentielle

Dans toute la suite, pE, } ¨ }Eq et pF, } ¨ }F q sont deux espaces vectoriels normés de dimension finie sur R
(par exemple, mais pas seulement, E “ Rn et F “ Rp), et Ω est un ensemble ouvert de E.

1.1 Définition et premières propriétés

Définition/Proposition 1.1. Soit x P Ω et soit f : Ω Ñ F . On dit que f est différentiable en x s’il existe
une application linéaire Lx : E Ñ F telle que

fpx ` hq “ fpxq ` Lxphq ` ophq.

Si une telle application linéaire existe, elle est unique et on la note Lx “ dfpxq.

Preuve de l’unicité.
fpx ` hq “ fpxq ` L1phq ` ophq “ fpxq ` L2phq ` ophq

ùñ L1phq ´ L2phq “ ophq “ }h}εphq

Pour h fixé on a pour tout t ą 0 assez petit

L1pthq ´ L2pthq “ t}h}ε̃ptq

et donc par linéarité
L1phq ´ L2phq “ }h}ε̃ptq ÝÝÑ

tÑ0
0,

d’où L1phq “ L2phq.

Exemple important 1. Si f : sa, brÑ R dérivable est en x, fpx ` hq “ fpxq ` f 1pxqh ` ophq donc f est
différentiable en x, et dfpxq : h ÞÑ f 1pxqh. Réciproquement si f est différentiable en x, alors f est dérivable
en x et f 1pxq “ dfpxqp1q.

Exemple important 2. Si f : E Ñ F est une application linéaire, alors elle est différentiable en tout point
x de E et dfpxqphq “ fphq.

Proposition 1.2. Si f est différentiable en x, alors f est continue en x.

Démonstration. En dimension finie, toutes les applications linéaires sont continues, d’où le résultat.

Proposition 1.3. On a les propriétés suivantes :

i) Si f : Ω Ñ F et g : Ω Ñ F sont deux fonctions différentiables en x P Ω, alors pour tout α, β P R la
fonction αf ` βg est différentiable en x et

dpαf ` βgqpxq “ α dfpxq ` β dgpxq.

ii) Si f : Ω Ñ R et g : Ω Ñ R sont deux fonctions différentiables en x P Ω, alors la fonction fg est
différentiable en x et

dpfgqpxq “ fpxq dgpxq ` gpxqdfpxq.

iii) Soit f : Ω Ñ F et soit g : Ω1 Ñ G, où Ω1 est un ouvert de F et G est un troisième evn de dimension
finie sur R. Si fpΩq Ă Ω1, f est différentiable en x et g est différentiable en fpxq, alors g ˝ f est
différentiable en x et

dpg ˝ fqpxq “ dgpfpxqq ˝ dfpxq.

Exercice. Pour f : Ω Ñ s0,`8r différentiable en x, montrer que 1{f est différentiable en x et calculer sa
différentielle.
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1.2 Dérivées directionnelles

Si f : Ω Ñ F est différentiable en x, alors pour tout v fixé dans E on a

fpx ` tvq “ fpxq ` dfpxqptvq ` optq “ fpxq ` tdfpxqpvq ` tεptq,

et donc
fpx ` tvq ´ fpxq

t
“ dfpxqpvq ` εptq ÝÝÑ

tÑ0
dfpxqpvq.

En d’autres termes, la fonction g : t ÞÑ fpx ` tvq est dérivable en 0 et g1p0q “ dfpxqpvq.

Définition 1.4. Soient x P Ω, v P E et f : Ω Ñ F . Si la quantité 1
t

`

fpx ` tvq ´ fpxq
˘

a une limite quand
t Ñ 0, on dit que f admet une dérivée directionnelle en x dans la direction v. On notera cette limite Dvfpxq,
qui est un vecteur de F .

Proposition 1.5. Si f : Ω Ñ F est différentiable en x P Ω, alors f admet des dérivées directionnelles en x
dans toutes les directions v P E, et on a Dvfpxq “ dfpxqpvq.

" La réciproque n’est absolument pas vraie. Considérer par exemple la fonction

f :
R2 Ñ R

x ÞÑ

"

1 si x2 “ x21 ‰ 0
0 sinon

qui a des dérivées directionnelles (nulles) en 0 dans toutes les directions mais n’est même pas continue en 0.

1.3 Dérivées partielles

On considère ici le cas E “ Rn. Cet espace admet une base dite canonique peiq1ďiďn où

ei “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0
...
0
1
0
...
0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Ð position i.

Pourquoi “canonique” ?

Les éléments x de Rn s’écrivent naturellement x “

¨

˚

˚

˚

˝

x1
x2
...
xn

˛

‹

‹

‹

‚

et donc x “ x1e1 ` x2e2 ` ¨ ¨ ¨ ` xnen.

On a alors dans Rn des dérivées directionnelles particulières selon les vecteurs de la base canonique
Deifpxq “ dfpxqpeiq. Comme nous allons le voir, ces dérivées directionnelles particulières sont en fait les
dérivées partielles de la fonction f .

Soit f : Ω Ñ F , où Ω est un ouvert de Rn, et soit x P Ω. Pour i P t1, ¨ ¨ ¨ , nu on définit alors au voisinage
de xi la fonction gi : t ÞÑ fpx1, ¨ ¨ ¨ , xi´1, t, xi`1, ¨ ¨ ¨ , xnq, qui prend ses valeurs dans F .

Définition 1.6. On dit que f admet une dérivée partielle en x par rapport à la i-ème variable si gi est

dérivable en xi. On note cette dérivée partielle
Bf

Bxi
pxq, qui est donc un vecteur de F .

Proposition 1.7. La fonction f admet une dérivée partielle par rapport à sa i-ème variable si et seulement

si elle admet une dérivée directionnelle dans la direction ei, et on a alors
Bf

Bxi
pxq “ Deifpxq.

Démonstration. Immédiat, puisque 1
t

`

gipxi ` tq ´ gipxiq
˘

“ 1
t

`

fpx ` teiq ´ fpxq
˘

.
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Remarque 1.8. Si on note dxi la forme linéaire h ÞÑ hi, alors on a la décomposition dfpxq “

n
ÿ

i“1

Bf

Bxi
pxqdxi.

On considère maintenant le cas où F “ Rp, en plus de E “ Rn. Une fonction f : Ω Ñ F s’écrit alors
coordonnées par coordonnées

fpxq “ fpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq “

¨

˚

˝

f1pxq
...

fppxq

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

f1px1, ¨ ¨ ¨ , xnq
...

fppx1, ¨ ¨ ¨ , xnq

˛

‹

‚

.

Définition 1.9 (Jacobienne). Si f : Ω Ñ Rp admet des dérivées partielles en un point x P Ω, on appelle
matrice jacobienne de f en x la matrice

Jac fpxq “

ˆ

Bf

Bx1
pxq ¨ ¨ ¨

Bf

Bxn
pxq

˙

“

¨

˚

˝

Bf1
Bx1

pxq
Bf1
Bx2

pxq ¨ ¨ ¨
Bf1
Bxn

pxq

...
...

...
Bfp
Bx1

pxq
Bfp
Bx2

pxq ¨ ¨ ¨
Bfp
Bxn

pxq

˛

‹

‚

“

ˆ

Bfi
Bxj

pxq

˙

1ďiďp
1ďjďn

.

Définition 1.10 (Gradient). Si f : Ω Ñ R admet des dérivées partielles en un point x P Ω, on appelle
gradient de f en x le vecteur

∇fpxq “

¨

˚

˝

Bf
Bx1

pxq

...
Bf

Bxn
pxq

˛

‹

‚

.

Proposition 1.11. Si f : Ω Ñ Rp est différentiable en x, alors dfpxqphq “ Jac fpxq ¨h, où ¨ désigne la
multiplication matricielle.

Si f : Ω Ñ R est différentiable en x, alors dfpxqphq “ x∇fpxq, hy, où x¨, ¨y désigne le produit scalaire
usuel (canonique) de Rn.

Démonstration. Découle directement de la Remarque 1.8.
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2 Accroissements finis et applications

2.1 Préliminaires

Définition 2.1. On dit qu’une fonction f : Ω Ñ F est de classe C1 si elle est différentiable en tout point
x de Ω et l’application x ÞÑ dfpxq est continue de Ω dans LpE,F q, l’espace des applications linéaires de E
dans F muni de la norme d’applications linéaires.

Exemple. Si f : E Ñ F est une application linéaire, alors elle est de classe C1 sur E. En effet on a déjà
vu qu’elle était différentiable en tout x P E avec dfpxqphq “ fphq.

Proposition 2.2. Soit f : Ω Ñ F et soit g : Ω1 Ñ G, où Ω1 est un ouvert de F et G est un troisième evn de
dimension finie sur R. Si f est de classe sur Ω, que fpΩq Ă Ω1 et que g est de classe C1 sur Ω1, alors g ˝ f
est de classe C1 sur Ω.

Démonstration. On a déjà vu au point iii) de la Proposition 1.3 que g ˝ f est alors différentiable en tout x
de Ω et que

dpg ˝ fqpxq “ dgpfpxqq ˝ dfpxq.

Il reste à vérifier que cette application est continue de Ω dans LpE,Gq. Soit x P Ω et soit pxnq Ă Ω telle que
xn Ñ x dans E. On veut montrer que dpg ˝fqpxnq converge vers dpg ˝fqpxq dans LpE,Gq. Pour cela on écrit

}dpg ˝ fqpxnq ´ dpg ˝ fqpxq}LpE,Gq “ }dgpfpxnqq ˝ dfpxnq ´ dgpfpxqq ˝ dfpxq}LpE,Gq

ď }rdgpfpxnqq ´ dgpfpxqqs ˝ dfpxnq}LpE,Gq ` } dgpfpxqq ˝ rdfpxnq ´ dfpxqs}LpE,Gq

ď }dgpfpxnqq ´ dgpfpxqq}LpF,Gq}dfpxnq}LpE,F q ` } dgpfpxqq}LpF,Gq}dfpxnq ´ dfpxq}LpE,F q.

Comme f est différentiable en x, elle est continue en x, et donc fpxnq Ñ fpxq dans F . Comme y ÞÑ dgpyq

est continue par hypothèse, on en déduit que dgpfpxnqq Ñ dgpfpxqq dans LpF,Gq. D’autre part, toujours
par hypothèse, x ÞÑ dfpxq est continue donc dfpxnq Ñ dfpxq dans LpE,F q. En particulier }dfpxnq}LpE,F q

est bornée. Finalement on en déduit bien que }dpg ˝ fqpxnq ´ dpg ˝ fqpxq}LpE,Gq Ñ 0.

Corollaire 2.3. Soit f : Ω Ñ F de classe C1 et soient x, y P Ω tels que rx, ys :“ ttx`p1´tqy, t P r0, 1su Ă Ω.
Alors l’application φ : r0, 1s Ñ F , φptq “ fptx ` p1 ´ tqyq est de classe C1 sur r0, 1s et

φ1ptq “ dfptx ` p1 ´ tqyqpx ´ yq.

Démonstration. Il y a juste besoin de vérifier la formule de φ1, puisque la fonction g : t ÞÑ tx ` p1 ´ tqy est
clairement de classe C1 car linéaire. Pour cela on écrit pour h P R

hφ1ptq “ dφptqphq “ rdfpgptq ˝ dgptqsphq “ dfpgptqqphg1ptqq “ hdfptx ` p1 ´ tqyqpx ´ yq,

ce qui donne le résultat.

Lemme 2.4. Soit u : ra, bs Ñ F une fonction continue. Alors on a
›

›

›

›

ˆ b

a
uptqdt

›

›

›

›

ď

ˆ b

a
}uptq} dt.

Démonstration. On approche l’intégrale sur ra, bs par des sommes de Riemann, ce qui est justifié pour une
fonction continue sur ra, bs : ˆ b

a
uptq dt “ lim

nÑ8

b ´ a

n

n
ÿ

i“1

u
´

a ` i
b ´ a

n

¯

,

et par l’inégalité triangulaire il vient
›

›

›

›

›

b ´ a

n

n
ÿ

i“1

u
´

a ` i
b ´ a

n

¯

›

›

›

›

›

ď
b ´ a

n

n
ÿ

i“1

›

›

›

›

u
´

a ` i
b ´ a

n

¯

›

›

›

›

.

On obtient alors le résultat en passant à la limite n Ñ 8.
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2.2 Inégalité des accroissements finis

Théorème 2.5. Soit f : Ω Ă E Ñ F de classe C1 et soient x, y P Ω tels que rx, ys Ă Ω. Alors on a
l’ inégalité des accroissements finis

}fpxq ´ fpyq}F ď sup
tPr0,1s

}dfptx ` p1 ´ tqyq}LpE,F q}x ´ y}E .

Démonstration. Soit φ la fonction définie par φptq “ fptx ` p1 ´ tqyq. On a vu que φ est de classe C1 sur
l’intervalle r0, 1s et que φ1ptq “ dfptx` p1´ tqyqpx´ yq, donc en partant de φp1q ´φp0q “

´ 1
0 φ1ptqdt, il vient

que

}fpxq ´ fpyq}F “ }φp1q ´ φp0q}F “

›

›

›

›

ˆ 1

0
φ1ptq dt

›

›

›

›

F

ď

ˆ 1

0
}φ1ptq}F dt.

Or φ1ptq “ dfptx ` p1 ´ tqyqpx ´ yq et donc }φ1ptq}F ď }dfptx ` p1 ´ tqyq}LpE,F q}x ´ y}E . Comme z ÞÑ

dfpzqest continue sur le compact rx, ys, on a que suptPr0,1s }dfptx ` p1 ´ tqyq}LpE,F q ă 8, et le résultat du
théorème découle d’une simple majoration de l’intégrale puisque

sup
tPr0,1s

}φ1ptq}F ď sup
tPr0,1s

}dfptx ` p1 ´ tqyq}LpE,F q}x ´ y}E .

Remarque 2.6. Il est possible, en modifiant la méthode de preuve, de relaxer l’hypothèse f P C1pΩq en f
différentiable en tout point de rx, ys.

2.3 Applications

Théorème 2.7. On suppose que Ω est un ouvert connexe de E. Si f : Ω Ñ F est différentiable en tout point
et que dfpxq “ 0 pour tout x P Ω, alors f est constante sur Ω.

Démonstration. Soit x P Ω et soit r ą 0 tel que Bpx, rq Ă Ω. Pour tout y P Bpx, rq on a rx, ys Ă Bpx, rq Ă Ω
et le Théorème des accroissements finis entraîne alors que fpyq “ fpxq. Ce fait assure que, pour un x0
quelconque de Ω, l’ensemble tx P Ω, fpxq “ fpx0qu est ouvert dans Ω. Comme il est également fermé (facile
à vérifier) et que Ω est connexe, on en déduit qu’il est égal à Ω. Le résultat est démontré.

Remarque 2.8. La connexité est essentielle. Si Ω n’est pas connexe, les fonctions constantes sur chaque
composante connexe ont bien une différentielle nulle partout mais ne sont pas nécessairement égale à une
constante sur Ω tout entier.

Si E “ Rn, il est facile de vérifier (le faire) que si f : Ω Ñ F est de classe C1, alors ses dérivées partielles
existent et sont continues sur Ω. On va montrer grâce au Théorème 2.5 que la réciproque est vraie, ce qui
donne un moyen pratique de vérifier qu’une fonction est de classe C1 dans le cas E “ Rn.

Théorème 2.9. Soit f : Ω Ă Rn Ñ F . Si les dérivées partielles de f existent et sont continues sur Ω, alors
f est de classe C1 sur Ω.

Démonstration dans le cas n “ 2 (cas général par récurrence). Il s’agit de montrer que f est différentiable

en tout x P Ω, de différentielle donnée par dfpxq “

2
ÿ

i“1

Bf

Bxi
pxq dxi. Pour cela, on écrit

fpx ` hq ´ fpxq ´ h1
Bf

Bx1
pxq ´ h2

Bf

Bx2
pxq “ fpx1 ` h1, x2 ` h2q ´ fpx1, x2q ´ h1

Bf

Bx1
pxq ´ h2

Bf

Bx2
pxq

“ fpx1 ` h1, x2 ` h2q ´ fpx1 ` h1, x2q ´ h2
Bf

Bx2
pxq

loooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooon

pIq

` fpx1 ` h1, x2q ´ fpx1, x2q ´ h1
Bf

Bx1
pxq

loooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooon

pIIq

.

Par définition de la dérivée partielle par rapport à x1 au point x, on a que

pIIq “ fpx1 ` h1, x2q ´ fpx1, x2q ´ h1
Bf

Bx1
pxq “ oph1q “ ophq.
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Pour la partie pIq, on utilise le Théorème 2.5. La fonction g : t ÞÑ fpx1 ` h1, tq ´ pt ´ x2q
Bf
Bx2

pxq est de classe
C1 au voisinage de x2, de différentielle donnée par dgptqpkq “ k Bf

Bx2
px1 ` h1, tq ´ k Bf

Bx2
pxq. Le Théorème 2.5

appliqué à g sur le segment rx2, x2 ` h2s assure alors que

›

›

›
fpx1 ` h1, x2 ` h2q ´ fpx1 ` h1, x2q ´ h2

Bf

Bx2
pxq

›

›

›

F
ď sup

tPr0,1s

›

›

›

›

Bf

Bx2
px1 ` h1, x2 ` th2q ´

Bf

Bx2
pxq

›

›

›

›

F

|h2|.

Par continuité de x ÞÑ
Bf
Bx2

pxq, on a que

sup
tPr0,1s

›

›

›

›

Bf

Bx2
px1 ` h1, x2 ` th2q ´

Bf

Bx2
pxq

›

›

›

›

F

ÝÝÝÑ
hÑ0

0,

et on en déduit donc que

pIq “ fpx1 ` h1, x2 ` h2q ´ fpx1 ` h1, x2q ´ h2
Bf

Bx2
pxq “ oph2q “ ophq,

ce qui finit la démonstration.
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3 Différentielle seconde et optimisation

3.1 Différentielle seconde

Si f : Ω Ñ F est différentiable en tout point de Ω et si df : Ω Ñ LpE,F q est différentiable en x P Ω, la
différentielle dpdfqpxq est une application linéaire de E dans LpE,F q, c’est-à-dire dpdfqpxq P LpE,LpE,F qq.

Définition 3.1. Soit f : Ω Ñ F différentiable en tout point de Ω. On dit que f est deux fois différentiable
en x P Ω si df : Ω Ñ LpE,F q est différentiable en x. On appelle alors différentielle seconde de f en x
l’application d2fpxq définie pour tous h, k P E par

d2fpxqph, kq “ rdpdfqpxqphqspkq.

On dit que f est de classe C2 si df est de classe C1.

On vérifie facilement que d2fpxq : E ˆE Ñ F est bilinéaire, ce que l’on note d2fpxq P LpE ˆE,F q. Une
fonction f deux fois différentiable sur Ω est alors de classe C2 si et seulement si d2f est continue de Ω dans
LpE ˆ E,F q. Dans le cas où E “ Rn, on peut caractériser les fonctions de classe C2 à l’aide des dérivées
partielles.

Théorème 3.2. Soit f : Ω Ă Rn Ñ F de classe C1. Alors f est de classe C2 si et seulement si ses dérivées
partielles sont de classe C1 sur Ω, et on a alors

B2f

BxiBxj
pxq “ d2fpxqpei, ejq.

Démonstration. D’une part on a, d’après le Théorème 2.9, que df est de classe C1 si est seulement si pour
tout i la dérivée partielle B

Bxi
pdfq existe et est continue de Ω dans LpRn, F q. D’autre part on a, toujours

d’après le Théorème 2.9, que Bf
Bxj

est de classe C1 si et seulement si pour tout i la dérivée partielle B
Bxi

Bf
Bxj

existe et est continue de Ω dans F .
Il suffit donc de vérifier, pour tout i, que

“

B
Bxi

pdfq
‰

pxq existe si et seulement si B
Bxi

Bf
Bxj

pxq existe pour
tout j, et qu’on a alors

„

B

Bxi
pdfq

ȷ

pxq “

n
ÿ

j“1

B

Bxi

Bf

Bxj
pxq dxj .

Supposons que
“

B
Bxi

pdfq
‰

pxq existe. On a alors

dfpx ` teiq “ dfpxq ` t

„

B

Bxi
pdfq

ȷ

pxq ` optq

dans LpRn, F q, ou de manière équivalente

dfpx ` teiqphq “ dfpxqphq ` t

„

B

Bxi
pdfq

ȷ

pxqphq ` optq

dans F pour tout h P Rn. On a donc en particulier, pour tout j,

dfpx ` teiqpejq “ dfpxqpejq ` t

„

B

Bxi
pdfq

ȷ

pxqpejq ` optq,

qui s’écrit également
Bf

Bxj
px ` teiq “

Bf

Bxj
pxq ` t

„

B

Bxi
pdfq

ȷ

pxqpejq ` optq.

On en déduit donc que Bf
Bxj

admet une dérivée directionnelle dans la direction i en x, et que celle-ci est donnée
par

B

Bxi

Bf

Bxj
pxq “

„

B

Bxi
pdfq

ȷ

pxqpejq.

9



Réciproquement, si B
Bxi

Bf
Bxj

pxq existe, on a

Bf

Bxj
px ` teiq “

Bf

Bxj
pxq ` t

B

Bxi

Bf

Bxj
pxq ` optq,

qui s’écrit aussi

dfpx ` teiqpejq “ dfpxqpejq ` t
B

Bxi

Bf

Bxj
pxq ` optq,

et qui donne par linéarité

dfpx ` teiqphq “ dfpxqphq ` t
n

ÿ

j“1

B

Bxi

Bf

Bxj
pxq dxjphq ` optq

pour tout h P Rn, ou de manière équivalente

dfpx ` teiq “ dfpxq ` t
n

ÿ

j“1

B

Bxi

Bf

Bxj
pxq dxj ` optq.

En d’autres termes, df admet une dérivée directionnelle dans la direction ei, donnée par
„

B

Bxi
pdfq

ȷ

pxq “

n
ÿ

j“1

B

Bxi

Bf

Bxj
pxq dxj .

Théorème 3.3 (Schwarz). Soit f : Ω Ñ F deux fois différentiable en x P Ω. Alors l’application d2fpxq est
symétrique, c’est-à-dire que pour tous h, k P E,

d2fpxqph, kq “ d2fpxqpk, hq.

Dans le cas où Ω Ă Rn, on a donc
B2f

BxiBxj
pxq “

B2f

BxjBxi
pxq pour tous i, j si f est deux fois différentiable

en x. Attention, on suppose bien ici que f est deux fois différentiable en x, et pas seulement que f admet des
dérivées partielles secondes en x. Avant de prouver le théorème de Schwarz, on commence par un lemme.

Lemme 3.4. Soit f : Ω Ñ F deux fois différentiable en x P Ω. Pour h, k P E suffisamment petits, on pose

Gph, kq “ fpx ` h ` kq ´ fpx ` hq ´ fpx ` kq ` fpxq.

Alors G vérifie
}Gph, kq ´ d2fpxqph, kq}F

}h}2E ` }k}2E
ÝÝÝÝÝÝÝÑ
ph,kqÑp0,0q

0.

Démonstration du Lemme 3.4. La fonction Q définie par Qph, kq “ Gph, kq ´ d2fpxqph, kq est différentiable
par rapport à sa deuxième variable (c’est-à-dire k). On note B2Q cette différentielle partielle, qui est donnée
par

B2Qph, kqpk̃q “ dfpx ` h ` kqpk̃q ´ dfpx ` kqpk̃q ´ d2fpxqph, k̃q.

Comme f est deux fois différentiable en x on a

dfpx ` h ` kqpk̃q ´ dfpx ` kqpk̃q “ d2fpxqph ` k, k̃q ´ d2fpxqpk, k̃q ` }h ` k}ε1ph ` kq}k̃} ` }k}ε2pkq}k̃}

et on en déduit par linéarité de d2fpxq par rapport à sa première variable que

B2Qph, kqpk̃q “
`

}h} ` }k}
˘

ε3ph, kq}k̃}.

L’inégalité des accroissements finis assure alors que

}Qph, kq ´ Qph, 0q} ď sup
tPr0,1s

}B2Qph, tkq}LpE,F q}k} ď
`

}h} ` }k}
˘

}k}}ε3ph, kq}.

Comme Qph, 0q “ 0, on en déduit que

}Qph, kq}

}h}2 ` }k}2
“

`

}h} ` }k}
˘

}k}}ε3ph, kq}

}h}2 ` }k}2
ÝÝÝÝÝÝÝÑ
ph,kqÑp0,0q

0,

ce qui est le résultat demandé.
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Nous sommes maintenant armés pour démontrer le théorème de Schwarz.

Démonstration du Théorème 3.3. Soient h, k P E fixés. Pour t ą 0 assez petit on a Gpth, tkq “ Gptk, thq et
donc, d’après le Lemme 3.4,

}d2fpxqpth, tkq ´ d2fpxqptk, thq} ď }d2fpxqpth, tkq ´ Gpth, tkq} ` }Gptk, thq ´ d2fpxqptk, thq} “ t2εptq.

Par bilinéarité de d2fpxq on en déduit que

}d2fpxqph, kq ´ d2fpxqpk, hq} ď εptq

et on obtient le résultat en faisant tendre t vers 0.

Définition 3.5 (Hessienne). Si f : Ω Ă Rn Ñ R admet des dérivées partielles secondes en un point x P Ω,
on appelle matrice hessienne de f en x la matrice

Hess fpxq “

¨

˚

˚

˝

B2f
Bx2

1
pxq

B2f
Bx1Bx2

pxq ¨ ¨ ¨
B2f

Bx1Bxn
pxq

...
...

...
B2f

BxnBx1
pxq

B2f
BxnBx2

pxq ¨ ¨ ¨
B2f
Bx2

n
pxq

˛

‹

‹

‚

“

ˆ

B2f

BxiBxj
pxq

˙

1ďi,jďn

.

Si f est deux fois différentiable en x (par exemple si f est de classe C2 sur Ω), on a alors l’expression

d2fpxqph, kq “ xh,Hess fpxq¨ky.

De plus, le théorème de Schwarz assure que si f est deux fois différentiable en x, alors la Hessienne de f en
x est une matrice symétrique. Comme elle est réelle, ses valeurs propres sont réelles et elle est diagonalisable
dans une base orthonormée de Rn.

3.2 Formule de Taylor-Young

Théorème 3.6 (Taylor-Young). Si f : Ω Ñ F est deux fois différentiable en x P Ω, alors on a le développe-
ment

fpx ` hq “ fpxq ` dfpxqphq `
1

2
d2fpxqph, hq ` op}h}2q.

Démonstration. La fonction F définie pour h suffisamment petit par

F phq “ fpx ` hq ´ fpxq ´ dfpxqphq ´
1

2
d2fpxqph, hq

est différentiable et, en utilisant le théorème de Schwarz,

dF phqpkq “ dfpx ` hqpkq ´ dfpxqpkq ´ d2fpxqph, kq.

Par définition de la différentielle seconde de f on a alors que

dF phq “ dfpx ` hq ´ dfpxq ´ dpdfqpxqphq “ }h}εphq.

On en déduit par l’inégalité des accroissements finis que

}F phq ´ F p0q}F ď sup
tPr0,1s

}dF pthq}LpE,F q}h} ď }h}2}εphq}LpE,F q,

ce qui est le résultat recherché.

Pour une fonction f : Ω Ă Rn Ñ R, cette formule de Taylor-Young s’écrit également

fpx ` hq “ fpxq ` x∇fpxq, hy `
1

2
xHess fpxq¨h, hy ` op}h}2q.

On voit alors que le signe des valeurs propres de la Hessienne de f va jouer un rôle crucial dans la recherche
d’optima de la fonction f .
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3.3 Optimisation

Dans toute cette partie, Ω désigne un ouvert de Rn et f : Ω Ñ R est une fonction au minimum continue
sur Ω.

Définition 3.7. On dit que f P CpΩ,Rq admet un minimum local (resp. maximum local) en x0 P Ω s’il
existe r ą 0 tel que

@x P Bpx0, rq, fpx0q ď fpxq presp. fpx0q ě fpxqq.

Proposition 3.8 (Condition nécessaire du premier ordre). Soit f P CpΩ,Rq. Si f admet un extremum local
en x0 P Ωq (i.e. un minimum ou maximum local) et si f est différentiable en x0, alors dfpx0q “ 0.

Comme f : Ω Ă Rn Ñ R, on peut écrire de manière équivalente Jac fpx0q “ 0 ou encore ∇fpx0q “ 0.

Démonstration. Faisons la preuve dans le cas d’un minimum. On sait que pour tout h suffisamment petit,
fpx0 ` hq ě fpx0q. On en déduit, en utilisant la différentiablilité de f en x0, que

0 ď x∇fpx0q, hy ` }h}εphq

avec εphq Ñ 0 quand h Ñ 0. Fixons maintenant v P Rn et considérons h “ tv pour t ą 0 suffisamment petit.
On obtient alors, en divisant par t puis en passant à la limite t Ñ 0, que

0 ď x∇fpx0q, vy.

En changeant v en ´v <(ou en prenant t ă 0) on obtient l’inégalité inverse, et finalement on a donc
x∇fpx0q, vy “ 0 pour tout v P Rn. En prenant v “ ∇fpx0q on en déduit que }∇fpx0q} “ 0, et donc
∇fpx0q “ 0.

Définition 3.9. Un point x0 P Ω est appelé point critique de f si f est différentiable en x0 et ∇fpx0q “ 0.

Définition 3.10 (Rappel). Une matrice symétrique réelle A P SnpRq est dite positive, et on note A ě 0, si
xAx, xy ě 0 pour tout vecteur x P Rn. Elle est dite définie positive si xAx, xy ą 0 pour tout vecteur x P Rn

non nul.

Remarque 3.11. On rappelle également qu’une matrice A P SnpRq est positive si et seulement si toutes ses
valeurs propres sont positives ou nulles, et définie positive si et seulement si elles sont strictement positives.

Proposition 3.12 (Condition nécessaire du second ordre). Soit f P CpΩ,Rq. Si f admet un minimum
local en x0 P Ω (resp. maximum local) et si f est deux fois différentiable en x0, alors Hess fpx0q ě 0 (resp.
Hess fpx0q ď 0).

Démonstration. Comme ∇fpx0q “ 0, le développement de Taylor-Young donne, pour un minimum local,

0 ď
1

2
xHess fpx0qh, hy ` }h}2εphq.

En raisonnant comme dans la preuve de la condition du premier ordre, on en déduit que

0 ď xHess fpx0q v, vy

pour tout v P Rn. Autrement dit Hess fpx0q ě 0.

Proposition 3.13 (Condition suffisante). Soit f P CpΩq et soit x0 P Ω un point en lequel f est deux fois
différentiable. Si ∇fpx0q “ 0 et Hess fpx0q ą 0 (resp. Hess fpx0q ă 0), alors f admet un minimum local en
x0 (resp. un maximum local).

Démonstration. On part de la formule de Taylor-Young

fpx0 ` hq “ fpx0q ` x∇fpx0q, hy `
1

2
xHess fpx0qh, hy ` }h}2εphq.
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Soit ν ą 0 la plus petite valeur propre de la Hessienne au point x0. Alors on a

xHess fpx0qh, hy ě ν}h}2

et, comme ∇fpx0q “ 0, cela entraîne que

fpx0 ` hq ě fpx0q `

´ν

2
` εphq

¯

}h}2.

Puisque εphq Ñ 0 quand h Ñ 0, il existe r ą 0 tel que }h} ă r ùñ }εphq} ď ν{2. On a alors fpx0`hq ě fpx0q

pour tout h P Bp0, rq, ce qui revient à dire que f admet un minimum local en x0.

Remarque 3.14. En dimension n “ 2, il est très facile de connaître le signe des valeurs propres d’une
matrice A à l’aide de son déterminant et de sa trace. En effet detpAq “ λ1λ2 et trpAq “ λ1 ` λ2. On a donc
trois cas de figure :

1. detpAq “ 0. Alors 0 est valeur propre et la trace donne la deuxième valeur propre.

2. detpAq ą 0. Alors A a deux valeurs propres de même signe et la trace nous donne ce signe.

3. detpAq ă 0. Alors A a deux valeurs propres de signes opposés.

Dans le cas où ∇fpx0q “ 0 et Hess fpx0q a deux valeurs propres de signes opposés, on dit que f admet un
point selle en x0.

13



4 Inversion locale et application

4.1 Homéomorphismes et difféomorphismes

Définition 4.1. Soient A Ă E et A1 Ă F deux ensembles. On dit que f : A Ñ A1 est un homéomorphisme
si f est continue, bijective, et que son application réciproque f´1 est continue (on dit que f est bicontinue).

Lemme 4.2. Soit f : K Ñ K 1 une application bijective et continue sur un compact K. Alors f est un
homéomorphisme de K sur K 1 (qui est compact).

Démonstration. Le fait que K 1 soit compact résulte du fait que K 1 “ fpKq avec f continue et K compact.
Maintenant, soit pynq Ă K 1 une suite telle que yn Ñ ℓ P K 1. On veut montrer que f´1pynq Ñ f´1pℓ1q.

On pose xn “ f´1pynq P K et ℓ “ f´1pℓ1q P K, c’est-à-dire yn “ fpxnq et ℓ1 “ fpℓq. Comme K est compact,
on peut extraire de pxnq une suite sous-suite xφpnq Ñ x P K. Comme f est continue, fpxφpnqq Ñ fpxq

et donc fpxq “ fpℓq, ce qui entraîne que x “ ℓ puisque f est bijective. La seule valeur d’adhérence de la
suite pxnq est donc ℓ et cela assure que c’est toute la suite pxnq qui converge vers ℓ. On a donc montré que
f´1pynq Ñ ℓ “ f´1pℓ1q. La fonction f´1 est donc continue et f est un homéomorphisme.

Définition 4.3. Soient Ω Ă E et Ω1 Ă F deux ouverts. On dit que f : Ω Ñ Ω1 est un difféomorphisme de
classe C1, ou C1-difféomorphisme, si f est un homéomorphisme et de plus f et f´1 sont de classe C1.

Le lemme suivant va nous montrer que s’il existe un difféomorphisme de Ω Ă Rn dans Ω1 Ă Rp, alors
nécessairement n “ p.

Lemme 4.4. Soient Ω Ă E et Ω1 Ă F deux ouverts, f : Ω Ñ Ω1 un homéomorphisme, et x P Ω, y P Ω1 deux
points tels que y “ fpxq et dfpxq et df´1pyq existent. Alors dfpxq est inversible et on a

df´1pyq “
“

dfpxq
‰´1

“
“

dfpf´1pyqq
‰´1

.

En particulier, dimE “ dimF .

Démonstration. Il suffit d’écrire la différentielle de f ˝ f´1 “ Id en y qui donne

dfpf´1pyqq ˝ df´1pyq “ Id,

ainsi que la différentielle de f´1 ˝ f “ Id en x qui donne

df´1pfpxqq ˝ dfpxq “ Id.

Évidemment, dfpxq étant une application linéaire inversible de E dans F , on a forcément dimE “ dimF .

Corollaire 4.5. Si f : Ω Ñ Ω1 est un homéomorphisme de classe C1 dans Ω tel que f´1 est différentiable
en tout point de Ω1, alors f est un difféomorphisme de classe C1.

Démonstration. Il n’y a que la continuité de df´1 à vérifier, ce qui découle du lemme puisqu’on a alors
df´1pyq “

“

dfpf´1pyqq
‰´1.

4.2 Le théorème d’inversion locale

Théorème 4.6 (Inversion locale). Soient f : Ω Ñ F une fonction de classe C1 et x0 P Ω. Si dfpx0q est
inversible, alors il existe deux voisinages U Ă Ω et V Ă F de x0 et fpx0q respectivement tels que f est un
C1-difféomorphisme de U sur V .

Démonstration. On procède en plusieurs étapes.

Étape 1 : Réduction du problème.
On se ramène au cas où x0 “ 0, f : Ω Ă E Ñ E, fpx0q “ 0 et dfpx0q “ Id en introduisant la fonction

gpxq “ rdfpx0qs´1pfpx ` x0q ´ fpx0qq.
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On voit facilement que g envoie des éléments de E dans E, que gp0q “ 0 et que dgp0q “ Id (utiliser soit la
définition soit le théorème de dérivation composée). De plus

y “ fpxq ðñ rdfpx0qs´1py ´ fpx0qq “ gpx ´ x0q.

On voit donc que résoudre l’équation y “ fpxq pour y proche de fpx0q, en cherchant x proche de x0, revient
à résoudre l’équation ỹ “ gpx̃q pour ỹ proche de 0. Si on prouve que g est un C1-difféomorphisme de rU Ă E
sur rV Ă E, alors on aura immédiatement que f est un C1-difféomorphisme de U “ rU ` tx0u Ă E sur
V “ dfpx0qp rV q ` tfpx0qu Ă F . Donc f est inversible et f´1 “ h est de classe C1 puisque g´1 l’est.

On prouve maintenant le théorème dans ce nouveau cadre en revenant à la notation f (à la place de g).

Étape 2 : Résolution de l’équation y “ fpxq.
On va utiliser le théorème des applications contractantes (Banach-Picard) via le lemme suivant.

Lemme 4.7. Soient r ą 0 et T : Bp0, rq Ă E Ñ E une application telle que }T p0q} ď r
2 et

}T pxq ´ T px1q} ď
1

2
}x ´ x1} pour tous x, x1 P Bp0, rq.

Alors T admet un unique point fixe dans Bp0, rq.

La preuve de ce lemme est une conséquence immédiate du théorème de point fixe de Banach-Picard dès
lors qu’on a remarqué que, grâce aux hypothèses, T envoie Bp0, rq dans Bp0, rq.

On souhaite appliquer ce lemme à
T pxq “ x ´ pfpxq ´ yq,

où y est un point fixé dans une voisinage de 0 à déterminer. Si on y parvient, on aura bien résolu notre
équation puisque

y “ fpxq ðñ T pxq “ x.

Pour vérifier les hypothèses du lemme, on remarque d’abord que

dT p0q “ Id ´ dfp0q “ 0,

et comme dT est continue puisque f est de classe C1, il existe r ą 0 tel que }dT }LpEq ď 1{2 dans la boule
Bp0, rq. En appliquant l’inégalité des accroissements finis à T entre deux points x, x1 P Bp0, rq, on a bien la
propriété de contraction demandée sur T . Il reste à calculer

T p0q “ 0 ´ pfp0q ´ yq “ y

et donc si }y} ď r{2 le lemme s’applique. En d’autres termes, pour tout y P Bp0, r{2q il existe une unique
solution x dans Bp0, rq à l’équation y “ fpxq.

On remarque qu’en changeant r en r{2 on obtient que pour tout y P Bp0, r{4q l’unique solution x à
l’équation y “ fpxq appartient à Bp0, rq.

Une autre remarque importante pour la suite est que pour tout x P Bp0, rq on a dfpxq “ Id´dT pxq avec
}dT pxq}LpEq ď 1{2, ce qui assure que dfpxq est inversible.

Étape 3 : Continuité de la solution x par rapport à y.
On veut prouver que x dépend continûment de y. On raisonne comme dans la preuve du Lemme 4.2. Soit
y P Bp0, r{2q et soit pynq Ă Bp0, r{2q une suite qui converge vers y. La suite pxnq des solutions de yn “ fpxnq

vit dans l’ensemble compact Bp0, rq et a pour seule valeur d’adhérence possible la solution x de y “ fpxq

(en vertu de la continuité de f). La suite pxnq converge donc vers x.

Étape 4 : Définition et différentiabilité de l’application réciproque.
Pour raisonner avec des ouverts, on pose V “ Bp0, r{4q et U “ f´1pV q X Bp0, rq. Par continuité de f ,
l’ensemble U est bien un ouvert. Clairement, f est une bijection de U sur V en vertu de l’étape 2.

Pour prouver que f´1 est différentiable sur V , on utilise le fait que si f´1 est différentiable en y P V alors
sa différentielle est df´1pyq “ rdfpxqs´1 où x “ f´1pyq. On s’intéresse alors à la quantité

Aphq “ f´1py ` hq ´ f´1pyq ´ rdfpxqs´1phq
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et on veut montrer que Aphq “ ophq. Pour h suffisamment petit, il existe k P E tel que y ` h “ fpx ` kq.
Autrement dit, on considère k “ f´1py `hq ´x “ f´1py `hq ´ f´1pyq. Par l’étape 3, on a que k Ñ 0 quand
h Ñ 0. Par différentiabilité de f en x on a par ailleurs

h “ fpx ` kq ´ fpxq “ dfpxqpkq ` }k}εpkq.

On en déduit d’une part que

Aphq “ px ` kq ´ x ´ rdfpxqs´1
`

dfpxqpkq ` }k}εpkq
˘

“ ´}k}rdfpxqs´1pεpkqq

et d’autre part que
k “ rdfpxqs´1phq ` }k}rdfpxqs´1pεpkqq.

De la deuxième égalité on déduit que

}k} ď }rdfpxqs´1}LpF,Eq

`

}h} ` }k} }εpkq}
˘

.

En prenant h suffisamment petit pour que }εpkq} ď 1
2}rdfpxqs´1}LpF,Eq on obtient que

}k} ď 2}rdfpxqs´1}LpF,Eq}h}.

En injectant dans la première égalité on obtient que

}Aphq} ď 2}rdfpxqs´1}2LpF,Eq}h}}εpkq},

et donc on a bien Aphq “ ophq puisque εpkq Ñ 0 quand h Ñ 0.

Étape 5 : f est un C1-difféomorphisme de U sur V “ fpUq.
Il reste juste à vérifier que y ÞÑ df´1pyq est continue, ce qui est évident puisqu’on a montré à l’étape 4 que
df´1pyq “

“

dfpf´1pyqq
‰´1.

Théorème 4.8 (Inversion globale). Soient f : Ω Ñ F une fonction de classe C1 qui est injective et telle que
dfpxq est inversible pour tout x P Ω. Alors f est un C1-difféomorphisme de Ω sur fpΩq.

Démonstration. La fonction f étant injective et surjective sur fpΩq, elle est bijective de Ω sur fpΩq. Comme
elle est aussi de classe C1, il reste juste à vérifier que f´1 est aussi de classe C1.

Pour y P fpΩq on pose x “ f´1pyq et on applique le théorème d’inversion locale : comme dfpxq est
inversible, il existe deux voisinages U Ă Ω de x et V Ă F de y tels que f est un C1-difféomorphisme de U
sur V . Le difféomorphisme réciproque (de V sur U) coïncide bien sûr avec f´1 qui est donc, en particulier,
différentiable en y.

4.3 Le théorème des fonctions implicites

Théorème 4.9 (Fonctions implicites). Soit f : Ω Ă EˆF Ñ G une fonction de classe C1 et soit px0, y0q P Ω
tel que fpx0, y0q “ 0 et la différentielle partielle B2fpx0, y0q est inversible. Alors il existe un voisinage U de
px0, y0q et une fonction g définie sur un voisinage V de x0 tels que

px, yq P U, fpx, yq “ 0 ðñ x P V, y “ gpxq.

De plus g est de classe C1 sur V et

dgpxq “ ´
“

B2fpx, gpxqq
‰´1

˝ B1fpx, gpxqq.

Démonstration. Soit h : Ω Ñ E ˆ G définie par hpx, yq “ px, fpx, yqq. Alors hpx0, y0q “ px0, 0q et

dhpx, yq “

ˆ

IdE 0
B1fpx, yq B2fpx, yq

˙

.

En particulier, dhpx0, y0q est inversible et d’après le théorème d’inversion locale il existe un voisinage U de
px0, y0q dans Ω, un voisinage W “ hpUq de hpx0, y0q “ px0, 0q tels que h est un C1-difféomorphisme de U sur
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W . Donc h´1 “ ph´1
1 , h´1

2 q est une fonction de classe C1 sur W et on a h´1px, fpx, yqq “ h´1˝hpx, yq “ px, yq.
On a alors

px, yq P U, fpx, yq “ 0 ðñ px, yq “ h´1px, 0q ðñ y “ h´1
2 px, 0q,

ce qui définit une fonction g de classe C1 sur un voisinage V “ tx P E, px, 0q P W u de x0 par gpxq “ h´1
2 px, 0q.

Ensuite, pour tout x P V on a px, gpxqq P U et fpx, gpxqq “ 0. En différenciant par rapport à x il vient

B1fpx, gpxqq ` B2fpx, gpxqq ˝ dgpxq “ 0.

Comme d’autre part dh est inversible sur U , la différentielle partielle B2f est également inversible sur U et
on obtient le résultat recherché en composant par

“

B2fpx, gpxqq
‰´1.
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