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1 Topologie des espaces métriques et des evn

1.1 Espaces métriques

Soit X un ensemble.

Définition 1.1 (Distance). Une fonction d : X x X — R* est appelée distance sur X si elle vérifie les
conditions suivantes

(1) Y(z,y) e X?, d(z,y) = d(y,z),
(i) ¥(z,y,2) € X3, d(x,2) <d(z,y)+d(y, 2),
(iii) ¥(z,y) € X2, d(z,y) =0<=x=1.

Le couple (X,d) est alors appelé espace métrique.

Pour tous x dans un espace métrique (X, d) et > 0, on note
Bd(xvr) = {y € X7 d($,y) < T}
la boule (ouverte) de centre x et de rayon r.

Définition 1.2 (Distances équivalentes). Deux distances dy et da sur un espace X sont dites équivalentes si
Je,C >0, Va,y e X, cdi(z,y) < ds(z,y) < Cdi(z,y).

FElles sont dites topologiquement équivalentes si l’identité est un homéomorphisme entre (X,dy) et (X,d2),

ou en d’autres termes si
Vo e X,Ye> 0,3n >0, By, (x,n) < Bg,(x,¢€)

et
Vore X,Ve> 0,3n >0, Bg,(x,n) < Bq, (x,¢€).

Deux distances équivalentes sont topologiquement équivalentes. La réciproque est fausse, prendre par
exemple sur X = R les distances dj(x,y) = |z — y| et da(z,y) = min{l, |z — y|}.

Deux distances topologiquement équivalentes définissent la méme topologie (mémes ensembles ouverts,
fermés, compacts, mémes suites convergentes, de Cauchy, mémes applications continues...).

Théoréme 1.3 (Banach, Picard). Soit (X,d) un espace métrique complet et soit f : X — X. On suppose
que f est une contraction, i.e.

30 €]0,1[, ¥(z,y) € X*, d(f(2). f(y)) < Od(z,y).

Alors il existe un unique point fize x* € X pour f, i.e. un unique x* € X tel que f(x*) = x*.

Démonstration. Soit xy € X et soit (x,)nen la suite définie & partir de xzp par la relation de récurrence
Tpt+1 = f(zp). Par itération on obtient que d(zpn+1,y) < 0™d(z1,z0). Pour tous m > n on a alors

m— m— n
d(Zm, Tn) ; (@k+1, 2k) < d(21, T0) ; 0" < T g1, 20).

Donc (xn)neny est de Cauchy et, par complétude, elle converge vers un élément z* € X. Puisque f est
continue on a f(z*) = x* en passant a la limite dans z,+1 = f(z,). L’unicité est une conséquence directe
de ’hypothése de contraction. O



1.2 Espaces vectoriels normés sur R ou C

Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C.

Définition 1.4 (Norme). Une fonction |- | : E — RY est appelée norme sur E si elle vérifie les conditions
sutvantes

(i) VAeK, Yz e B, |Ax]| = |A[]z],
(i) ¥(x,y) € B, |z +y| <|z| + [y,
(iii) |z] =0 = z = 0.

Le couple (E,| -||) est alors appelé espace vectoriel normé (e.v.n.).

Proposition 1.5. Un e.v.n. est un espace métrique pour la distance
d(z,y) = |z —yl.
Définition 1.6 (Normes équivalentes). Deux normes | - |, et |- |, sur E sont dites équivalentes si
3e,C >0, Vo e E,  clz|; <|z], < Clzl;.

Deux normes équivalentes définissent des distances équivalentes. On en déduit en particulier que la dis-
tance da(z,y) = min{l,|x — y|} sur R ne découle pas d’'une norme. En effet on a vu qu’elle n’était pas
équivalente a di(z,y) = |x — y| et on sait que dans R toutes les normes sont équivalentes (voir plus bas).

Définition 1.7 (Espace de Banach). On appelle espace de Banach un espace vectoriel normé complet.

Exercice. Un espace vectoriel normé est un espace de Banach si et seulement si dans cet espace toute série
normalement convergente est convergente.

Cas de la dimension finie.
Théoréme 1.8. Si E est de dimension finie, alors toutes les normes sur E sont équivalentes.

Contre-exemple en dimension infinie. Dans E = C([a, b],R) l'espace des fonctions continues sur l'intervalle
[a,b], les normes |ul; = f; lu(t)] dt et |ullo = supiepq,p) [u(t)] ne sont pas équivalentes.

Théoréme 1.9. Si E est de dimension finie, alors les compacts de E sont les ensembles fermés et bornés.

Contre-exemple en dimension infinie. Dans E = L?([0,27],R) muni de sa norme usuelle, la boule unité
fermée n’est pas compacte.

On prouve en méme temps les théorémes et

Preuve des théoréemes[1.8 et[1.9d. Premiére étape : preuve du théoréme [1.9] pour la norme

Ny () = max |aj]
1<isn

ol x = Z?:l aje; avec (e;)1<i<n une base de E. On sait que les compacts sont toujours fermés et bornés. Il
reste donc & montrer la réciproque, a savoir que les fermés bornés sont compacts. On utilise pour cela le fait
que pour tout R > 0 le pavé [—R, R]|" est compact dans R™, muni de la norme | - ||o, et que I'application

E—-R"

T = (Oéi)lgisn

D :

est un homéomorphisme (en fait une isométrie) quand E est muni de la norme Ny, et R™ de la norme | - |-



Deuxiéme étape : preuve du théoréme [1.8] Toute norme sur E est équivalente & Ny. Soit | - | une norme
sur F. On a tout d’abord par inégalité triangulaire que pour tout z €

Jal < Y lelleal < (3 leal ) Noo (@),
=1 i=1

Pour l'autre inégalité, on utilise que la fonction Id : (E, Ny) — (E, || - ||) est continue grace a l'inégalité ci-
dessus. Comme d’autre part la sphére unité pour la norme Ny, notée So,, est compacte d’apres la premiére
étape, on en déduit que Id : (So, Noo) — (E, | - |) est bornée et atteint ses bornes. En particulier, il existe
un zp € Sy, tel que |y| = |zo| pour tout y € E tel que Ny (y) = 1. On en déduit facilement que

[z = flzol| Noo ()
pour tout x € E. Ceci termine la démonstration puisque Ny (xg) =1 = x9 #0 = |z¢| > 0. O

Théoréme 1.10 (Théoréme de Riesz). La boule unité fermée d’un e.v.n. est compacte si et seulement si
l’espace vectoriel est de dimension finie.

Proposition 1.11. Tout e.v.n. de dimension finie sur K est complet.

Contre-ezemple en dimension infinie. L’espace C([0,1],R) muni de la norme | - |; n’est pas complet.

1.3 Applications linéaires continues et dual topologique
Proposition 1.12. Soient (E,| - |g) et (F,| - |r) deuz e.v.n. et soit L : E — F linéaire. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes :
(i) L est continue sur E ;
(11) L est continue en 0;
(i) 3C >0, Yoz e E, |L(z)|r < C|z|g (on dit aussi que L est bornée).

On note L(E, F) ’ensemble des applications linéaires vérifiant ces propriétés.

A L(E,F) dépend du choix des normes! Par exemple si on considére E = C([0,1],R), F =R et L: f —
f(0), alors L € L(E,F) si on munit E de la norme | f|x = supgc,< |f(2)| mais pas si F est muni de la

norme |1 = [ |f(z)] dz.

Proposition 1.13. Soient F et F' deuz e.v.n. avec E de dimension finie. Alors toute application linéaire de
E dans F' est continue.

Proposition 1.14. Si (E,| - |g) et (F,| - |r) deuz e.v.n. alors L(E, F) est un e.v.n. pour la norme

ILll () :=min{C >0, Yz € E, |L(z)|r < Clz|r}
| L(2)]

= sup —~——= sup |[L(z)|p= sup |[L(z)|F.
weBzz0 |T|E  em o<t veE,|z]=1

Exercice. On considére E = C([0, 1], R) 'espace des fonctions continues sur [0, 1] que ’on munit de la norme
Julr = fol |u(t)|dt. Soit L : E — E 'application linéaire définie par L(u)(t) = tu(t). Montrer que ||L|| =1
mais qu'il n’existe pas de u # 0 tel que | L(u)|| = |ul.

Proposition 1.15. Soient E, F et G trois e.v.n., ® € L(E,F) et ¥V e L(F,G). Alors Vo ® € L(E,G) et
¥ o@|lsma < I®lzEmIYicre-

Définition 1.16 (Forme linéaire). Une forme linéaire est une application linéaire de E dans K.



Définition 1.17 (Hyperplan). Un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel H de codimension 1, i.e. tel
que Ja € E\{0}, F = H ®Ka.

Proposition 1.18. Les hyperplans d’un espace vectoriel sont les noyaux des formes linéaires non nulles.
Si E est un e.v.n. et H=Ker(L), alors L est continue si et seulement si H est fermé.

Démonstration. e Soit L : E — K linéaire non nulle et soit a € E, L(a) # 0. On note H = Ker(L) =

L7({0}) le noyau de L. On a alors E = H®Ka. En effet si z € F alors h = 2 — %a est bien dans H

(L(h) = 0) et on a donc x = h+ Aa avec A = ég‘z;, h € H et Aa € Ka. D’autre part si h = Aa € H nKa,
alors L(h) = AL(a) = 0 et donc A =0 et h = 0. H est bien un hyperplan.

Réciproquement si H est un hyperplan, il existe a # 0 tel que E = H @ Ka. Pour tout x € F il existe
un unique h € H et A € K tel que z = h + Aa. On pose L(z) = A. On a alors bien que L est une forme

linéaire non nulle et que H = Ker(L).

e Si L est continue alors I'image réciproque des fermés est fermée, donc H = L~1({0}) est fermé.

Réciproquement supposons que H = Ker(L) est fermé. Soit Ka une droite supplémentaire. Si L n’est
L(a)
TR EEE

On a h, — a et h, € H (L(hy) = 0). Comme a ¢ H, c’est une contradiction avec le fait que H est
fermé. Donc L est bornée et donc continue.

pas bornée alors il existe (,)nen vérifiant ||z, | = 1 et |L(xy,)| o T Posons h, = a —
n——+0aoo

O

Définition 1.19 (Dual topologique). On appelle dual topologique d’un e.v.n. E l'e.v.n. E' := L(E,K).

Proposition 1.20. Si E est un e.v.n. et F' est un espace de Banach, alors L(E, F') est un espace de Banach
pour la norme des applications linéaires continues.

Corollaire 1.21. Si E est un e.v.n. alors E' est un Banach.

Démonstration. Soit (fy)nen une suite de Cauchy dans £(E, F'). On va montrer que (f,) converge dans E
en trois étapes : identifier la limite f; vérifier que f appartient bien & L(FE, F'); montrer que f, converge
vers f pour la norme de L(E, F).

e Pour tout = € E on a [fu(®) — fun(@)lr < lfn — fullegsm |2]s. Done (fa())nex est de Cauchy
dans F'. Elle converge donc vers une limite que I'on note f(x).

e Pour tout z € E, y € E, A € Kon a fu,(x + \y) = Mu(z) + fu(y) donc lim, o fn(Ax + y) =
AMimy, o fro(z) + im0 fr(y) = f(Ax +y) = Af(x) + f(y). Donc f est bien linéaire.
Soit maintenant ¢ > 0 et soit N € N tel que ||f, — fm|| < € pour tous n,m > N. On a alors
Ve e E, Yn,m = N, | fo(x) — fm(x)| < €|z|. On garde n fixé et on fait tendre m vers 'infini pour
obtenir ||f,(x) — f(x)| < €|z|. Donc f est continue avec ||f]| < e+ || fnll-

e On a en fait aussi obtenu que ||f, — f|| < € et donc f, — f dans L(E, F).

1.4 Espace des fonctions continues bornées

Soient (X,d) un espace métrique et (F,| - |r) un espace de Banach. On considére I'espace vectoriel
Cp(X, F) des fonctions continues bornées de X dans F. C’est un espace de Banach (exercice : le démontrer)
pour la norme de la convergence uniforme

| fllee = sup [[f (@) p-
reX
On rappelle qu’une fonction f : X — F est dite continue en un point z € X si
Ve>0, 3n >0, Vye X, d(z,y) <n = |f(z) = f()|r <e,

et qu’elle est dite continue sur X si elle est continue en tout point z € X.



Proposition 1.22. Si (X, d) est compact, alors Co(X, F) = C(X, F) et pour toute fonction f € C(X,F) on a
[ Floo = maxaex [ f(z)p-

Définition 1.23 (Continuité uniforme). Une fonction f: X — F est dite uniformément continue si
Ve >0, In>0, V(z,y) € X, d(z,y) <n = [f(z) - fy)lr <e
Théoréme 1.24 (Heine). Si (X, d) est compact, alors toute fonction f € C(X, F) est uniformément continue.

Démonstration séquentielle (Bolzano-Weierstrass). On raisonne par l’absurde en supposant qu’il existe une
fonction f : X — F continue mais non uniformément continue sur X compact. Il existe alors ¢ > 0 tel que
pour tout n > 0 l'implication d(z,y) <n = |f(z) — f(y)|r < € soit fausse pour certains x et y. En
considérant n = 1/n on peut donc construire deux suites (2 )nen €t (Yn)nen d’éléments de X telles que

Vn e N, d(Zn, Yn) < et [ f(zn) — flyn)|r = €

AR

L’ensemble X étant compact, on peut extraire de (z,)pen Une sous-suite (xw(n))neN qui converge vers un
certain £ € X. La relation d(z,,y,) < % assure que la suite extraite (y,(n))nen converge également vers £.
Comme f est continue, il en résulte que | f(z,n)) — f(Ypm))| — 0, ce qui contredit le fait que | f(zy,(n)) —

f(y<p(n))\| = € pour tout n.

Démonstration par recouvrement (Borel-Lebesgue). Soit € > 0. Pour tout x € X il existe, par continuité de f,
un 7, > 0 tel que

VyeX, dxy)<n = |[f(@)-f)l<e2
L’union |, x B(x,n,/2) est un recouvrement par des ouverts de X qui est compact. Il existe donc un nombre
fini de boules B(x;,12,/2),1 <i < N tel que X < Uf\il B(zi,nz,/2). Posons n = minj<j<n g, /2. Siz,y € X
sont tels que d(z,y) <, on peut alors trouver un i tel que x € B(x;,ns,/2), de telle sorte que

d(y, ;) < d(y,x) + d(x, 2;) <14 12,/2 < Ny

On a donc
[f(@) = F) < 1F (@) = )l + 1F (i) = Fy)] <e/2+e/2=€
O
Théoréme 1.25 (Prolongement des fonctions uniformément continues). Soit A une partie dense de X et

soit f : A — F une fonction uniformément continue. Alors il existe une unique fonction f : X — F continue
qui prolonge f. De plus ce prolongement est uniformément continu.

Démonstration. Unicité. Soient fi et fo deux prolongements continus de f. Soient z € X et (x,)neny € A
telle que =, — x. On a pour tout n, fi(x,) = fa(zy) donc en passant a la limite fi(z) = fa(x).

Ezistence. Soient x € X et (x,)neny € A telle que x,, — z. La suite (2, )nen est de Cauchy dans X. Comme f
est uniformément continue, on a aussi (f(zn))neny de Cauchy dans F' qui est complet. Donc f(z,) converge
vers une limite ¢ qui est indépendante du choix de la suite (x,). On pose alors f(z) = ¢. En passant a la
limite dans la définition de 'uniforme continuité de f on obtient I'uniforme continuité de f . O

Définition 1.26 (Equicontinuité). Une famille F < C(X, F) est dite équicontinue en un point x € X si
Ve>0, dn >0, VfeF, Yye X, dz,y) <n = |f(x)— f(y)|r <e.

La famille F est dite équicontinue sur X si elle est équicontinue en tout point x € X.

Définition 1.27 (Equicontinuité uniforme). Une famille F = C(X, F) est dite uniformément équicontinue si

Ve>0, In>0, Vfe F, V(z,y) € X, d(z,y) <n = [f(z) = f)|r <e



Lemme 1.28. Si (X, d) est compact, alors toute famille équicontinue sur X est uniformément équicontinue.

Démonstration. Soit € > 0. Par définition de I’équicontinuité, pour chaque z € X, il existe 1, > 0 tel que

€
VieF, VyeX, dzy) <n. = [f(2) = fW)lr <3
Par compacité de X, on peut trouver un nombre fini de points x1,--- ,xn tels que

N
X c U Bi(zi,nz,/2).
i=1

Posons alors 7 = min; 1, /2. Pour tout couple (z,y) tel que d(x,y) < n, on peut trouver un indice i tel que
x et y soient dans Bg(zi,ng,). On a alors

vieF, |f(x)=fWlr < |f(@) = flz)lr+ [f(z:) = Fy)lr <e
O

Lemme 1.29. Supposons (X,d) compact. Soit F une partie uniformément équicontinue de C(X, F') et soit
(fn)nen une suite de fonctions de F. Alors la suite (f,) converge simplement si et seulement si elle converge
uniformément.

Démonstration. On suppose que (f,) converge simplement vers une limite f. Soit € > 0. Par hypothése
d’équicontinuité uniforme

In >0, VneN, Y(z,y) e X%, d(z,y) <n = [fu(@) — fu(y)|F <

[SUN NG}

Par passage a la limite n — 00, on constate que 'inégalité ci-dessus est aussi vérifiée par f (en particulier,
f est donc uniformément continue). On recouvre ensuite le compact X par une famille finie de boules
By(zi,m)1<i<n,. et on a alors pour tout x € X et tout n € N

[fn(@) = f@) |7 < [fa(@) = falz)lp + [ folzi) = fz)le + 1 f(z) = f(2)]F

2¢

< g+ max | fr(zs) — f ()] .

En vertu de I’hypothése de convergence simple, il existe ng tel que

€
Vnz o, max | fae) - Sl < 5,

et la preuve est compléte. O
Lemme 1.30. Tout espace métrique compact est séparable.

Démonstration. Pour tout p € N, le compact (X,d) peut étre recouvert par un nombre fini N, de boules
Bgy(2¥,27P). L’ensemble {2, pe N, 1 <i < N} est alors dénombrable et dense dans X. O

Théoréme 1.31 (Arzela, Ascoli). Supposons (X,d) compact. Une partie F de C(X,F) est relativement
compacte si et seulement si, pour tout v € X,
(i) F est équicontinue en x,

(i1) Uensemble F(x) = {f(x), f € F} est relativement compact.



Démonstration. On montre que (i) et (i) impliquent que F est relativement (séquentiellement) compacte.
La réciproque est laissée en exercice.

Soit (fn)nen une suite d’éléments de F. On veut montrer qu’elle admet une sous-suite convergente.
Comme X est compact, il existe une suite (xp)peny dense dans X. Par hypothése, F(xp) est d’adhérence
compacte, donc il existe une fonction g : N — N strictement croissante et un élément f(xzg) € F tel que
foom) = f(x0). De méme, il existe une fonction o1 : N — N strictement croissante et un élément f(z1) € F
tel que f%o(pl(n) — f(x1). Ainsi de suite, par extractions successives, on construit pour tout p € N une
fonction ¢, : N — N strictement croissante et un point f(z,) € F' qui vérifient

Vk < p, fcpoo-uogop(n) (ajk) - f(xk)

On définit alors, par le procédé diagonal de Cantor, la fonction ¥ : N — N par ¢(n) = ggo---0p,(n). Cest
clairement une fonction strictement croissante et elle vérifie, par construction,

VpeN, fw(n) (xp) - f(xp)

Démontrons maintenant que f est uniformément continue sur {:L‘p, p € N}. Comme X est compact, la
famille F est uniformément équicontinue. Soit € > 0 et soit 1 > 0 tel que

VgeF, V(z,y) e X?, d(z.y) <n = |g(z) —9y)lr <e
Pour tous p et ¢ tels que d(zp,xz4) < n et pour tout n € N on a

1 £ (xp) = fxg)lr < f(2p) = Fym) (@) |7 + [ o) (@p) = Fum) (@) lF + [ (2g) = fym)(xe) | F-

En passant & la limite n — o0 on obtient que

If(zp) = flzg)lr <€

et f est donc uniformément continue sur {z,, p € N}, qui est une partie dense de X. Comme F' est un espace
de Banach, on en déduit alors que f peut-étre prolongée de maniére unique en une application uniformément
continue sur X. On note encore f ce prolongement.

Pour conclure la preuve du théoréme, puisque X est compact, il suffit de montrer la convergence simple
de (fy(n)) vers f. Soient x € X et e > 0, et soit n > 0 tel que

Vye X, d(z,y) <n = Sup | fpny (@) = fpmyWllF + [f(@) = fFW)lr < g

Comme il existe p tel que d(x,z,) <n, on a
1 fy (@) = F(@) [P < | fm) () = fom) @p)lF + 1 fpm) (@) — f(@p)|r + [ f(2p) — f(@)|p <€
pour n suffisamment grand. ]

Corollaire 1.32. Soit K un sous-ensemble fermé et borné de R™, et soit F une partie équicontinue de
C(K,R) telle que F(x) soit bornée pour tout x € K. Alors F est relativement compacte.



2 Analyse hilbertienne

2.1 Espaces préhilbertiens et espaces de Hilbert

Dans le cas réel (K = R), un produit scalaire sur un espace vectoriel est une forme bilinéaire symétrique
définie positive. Dans le cas complexe (K = C), c’est une forme sesquilinéaire hermitienne définie positive.

Définition 2.1 (Produit scalaire). Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C. On dit qu’une application
(-,-) de E x E dans K est un produit scalaire si

(i) Ve, 2',ye E, YAe K, (z+ AX,y) = (x,y) + A, y),

(ii) Yo,y e B, (z,y) = (y,2),

(i) Yz € E\{0}, (z,z)>0.

Muni de (-,-), E est appelé espace préhibertien.

Proposition 2.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit E un espace préhilbertien. Alors

Vo,y e E, (@, )| < v/ (2, 2)7/ (¥, 9)

avec é€galité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Démonstration. Soient z et y dans E et soit 6 un réel tel que (v,y) = |(z,y)|e?’. On définit P(p) :=
(ze™ + py, xe™ + py) pour tout réel p. Puisque P > 0, le discriminant de 1'équation P(p) = 0 est négatif.
Or comme

P(p) = (z,2) + 2p|(z,9)| + p*(y,9)

cela donne l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Les cas d’égalité correspondent & un discriminant nul, ce qui revient & dire que P peut s’annuler. Autrement
dit il existe pg € R tel que ze ™ + poy = 0.

Autre rédaction. On suppose d’abord que (z,y) est réel et on considére P(p) = |z + py|?. Le discrimi-
nant étant toujours positif, on obtient le résultat. Si (z,y) n’est pas réel, le produit scalaire (z, (z,y)y) =
(z,y)(x,y) est réel positif et on utilise le cas précédent. O

Corollaire 2.3. L’application qui a x € E associe |z| := 4/(z,x) € R est une norme sur E. On dit que c’est
la norme associée au produit scalaire.

Démonstration. Le seul point qui ne soit pas immédiat est I'inégalité triangulaire. Or grace a I'inégalité de
Cauchy-Schwarz on a

o+ yl* = 2] + 2Re(z, ) + |y|? (1)
< [f® + 20, )l + lyl* < 2l + 202yl + lyI* = (=] + ly])*.

O

Remarque 2.4. L’inégalité de Cauchy-Schwarz assure que le produit scalaire est une forme bilinéaire conti-
nue pour sa noTrme associée.

Proposition 2.5 (Identité de polarisation). Dans tout espace préhilbertien réel (resp. complexe) on a

1
Vrye B, (z,y) = (e +yl* —z =)

1 . . . .
resp. (2,y) = (e +yl® +ille +iy* = o = yl* =il — iy[?).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer ay, —vy, iy et —iy et de combiner les égalités obtenues. O



Corollaire 2.6. Soit E un espace préhilbertien et soit f une isométrie sur E. Alors

Vz,y € E, (f(x)vf(y)) = (a:,y)

En suivant la preuve de l'identité de polarisation, on obtient aussi 1’identité du parallélogramme.

Proposition 2.7 (Identité du parallélogramme). Si E est un espace préhilbertien, alors on a
Vo,ye B, e+ ylP + o —yl® = 2= + [y]?).

Définition 2.8. Un espace préhilbertien complet pour la norme associée au produit scalaire est appelé espace
de Hilbert.

2.2 Orthogonalité dans les espaces préhilbertiens

Dans toute cette partie E désigne un espace préhilbertien réel ou complexe.

Définition 2.9 (Orthogonalité). On dit que deuz éléments x et y de E sont orthogonaux si (z,y) = 0. On
note alors x L y.

Théoréme 2.10 (Pythagore). Siz Ly, alors |z +y|? = |z|? + |ly]?.
Démonstration. C’est une conséquence immédiate de . ]

Définition 2.11. Pour tout x € E on définit ’orthogonal de x par
vt i={yeE, (z,y) =0}
Et plus généralement, pour tout sous-ensemble A # & de E, on définit ’orthogonal de A par
At :={yecE, Yze A, (z,y) =0}

Proposition 2.12. Pour tout A — E non vide, l’ensemble A+ est un sous-espace vectoriel fermé de E, et
lon a A~ At < {0}.

Démonstration. Montrons d’abord que At est fermé. Soit (Zn)nen une suite d’éléments de A+ convergeant
vers x € K. Pour tout y € A et tout ne Non a

(@ 9)] = |(@n,y) + (@ = 20, y)| = [(@ = 20, 9)| < 2 = 20y

Par convergence de la suite, le dernier terme tend vers 0 quand n tend vers infini, et donc = € AL,
Montrons maintenant que A+ est un sous-espace vectoriel de E. Il est évident que A contient 0, et la stabilité
par combinaison linéaire découle de la linéarité du produit scalaire par rapport & la premiére variable.
Enfin si A n A+ contient un élément z alors ce z est orthogonal & lui-méme donc est nul. O

Proposition 2.13. Pour tout sous-ensemble A de E non vide on a Vect A (AL)L.

Démonstration. 11 est évident que A (AL)L. De plus, d’aprés la proposition précédente, un orthogonal est
toujours un espace vectoriel fermé, donc (Al)l doit contenir Vect A et son adhérence. O

A Si E est de dimension finie et F' est un sous-espace vectoriel de E alors F' = (Fi)l (exercice : le

, . . . . . . . = L N . . .
démontrer). Mais en dimension infinie l'inclusion F' < (F1)™ peut étre stricte. Nous reviendrons plus loin
sur les cas d’égalité.

Proposition 2.14. Pour tout sous-ensemble A de E non vide on a AL = Vect At
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. . oS S evmyt . . .
Démonstration. Clairement on a A  Vect A et donc Vect A~ < AL. Maintenant si z € AL, la linéarité du
produit scalaire par rapport & la premiére variable assure que z € (Vect A)*, puis la continuité du produit

. . L
scalaire permet d’obtenir que = € Vect A™. O

Définition 2.15 (Famille orthogonale/orthonormale). On dit qu’une famille (f;)ier d’éléments de E est
orthogonale si [’on a
V@j(EI, 7 #(j > (ﬂ,fﬁ = 0.

On dit que (f;)ier est orthonormale si de plus | fi| = 1 pour tout i € I.

Proposition 2.16. Soit (f1,---, fn) une famille orthogonale constituée de vecteurs tous non nuls. Alors
cette famille est libre.

Démonstration. Supposons que >, ; A;fi = 0. En prenant le produit scalaire de cette égalité avec f; on

obtient A;| f;|? = 0. Or comme f; # 0 on conclut que \; = 0. O
Proposition 2.17. Soit (e1,- -, e,) une famille orthonormale de E et soit x € Vect(eq,- - ,ep). Alors

n

Z x,e;)e;.
Démonstration. Par hypothése il existe un n-uplet (z1,---,zy,) tel que z = > | z;e;. On en déduit que
(z, ;) = 2imy mile ) = ;. O
Corollaire 2.18. Soit (e1,--- ,e,) une famille orthonormale de E et soient x et y deux éléments de
Vect(eq,- - ,epn). Alors on a

n
Z x,e)(
Remarque 2.19. En particulier on retrouve 1’égalité de Pythagore |z|* = Z |(x, )]

Proposition 2.20 (Inégalité de Bessel). Soit (en)nen une suite orthonormale de E et soit x € E. Alors la
famille ((z,en))nen est de carré sommable et on a l'inégalité

0
Z z,en))? < lz)?.

Démonstration. Pour tout k € N on a en utilisant le corollaire précédent

k k k k
(az — D (x,en)en, Y. (m,en)en> = Y l@en)]’ = D] (@ en)* =0
n=0 n=0 n=0 n=0

qui implique par Pythagore que

k 2 k 2 k k 2

|z|? = Z x,epn)en — Z(:c,en)en = Z |(x,en — Z(:ﬁ,en)en

n=0 n=0 n=0 n=0
On en déduit donc que qu;:o |(2,en)|? < ||z|? puis on passe & la limite k — o0. O
Théoréme 2.21 (Orthonormalisation de Gram-Schmidt). Soit (a1, - ,a,) une famille libre de E. Alors il
existe une unique famille orthonormale (eq,--- ,ey) telle que

(i) Yje{l,---,n}, Vect(er,---,e;) = Vect(ar,--- ,a;),

11



(it) Vje{l,---,n}, (aj,e;) e RE.

Démonstration. On fait une récurrence limitée qu’on initialise en posant e; = mal. On a bien [le;| =1 et
(al,el) = HalH > 0.
Supposons maintenant qu’on ait construit la famille (eq,--- , ex) vérifiant (i) et (i3) pour j € {1,--- ,k}. Si

k = n, la preuve est terminée. Sinon on cherche e sous la forme

k
€kl = )\(Clk+1 + 2 aiei) avec A # 0.
i=1

Prenons le produit scalaire de cette égalité avec e; (pour i € {1,--- ,k}). Pour que ex1 soit orthogonal a e;,
il est nécessaire et suffisant que (ag41,e;) + ; = 0. Donc

k
Ch1 = )\<ak+1 - Z(ak+1a€i)ei>~

i=1

Comme ay41 ¢ Vect(ey, - ,ex) (car (a1, -+ ,ars1) est libre), le terme entre parenthéses n’est pas nul. Pour
rendre ej41 de norme 1, il suffit donc de choisir A = |lag41 — Z§=1(ak+1, ei)e;| 71, En conséquence

ag+1 — Z§:1(ak+1, ei)e;

lag+1 — Z?:l(ak+1v ei)ei .

€41 =

En prenant le produit scalaire de e avec cette égalité, on obtient de plus

(ak+1, €k+1)

laksr — S5 (ans1, enes]

ce qui montre que (ag+1,€ex+1) > 0 et achéve la preuve de l'existence.
L’unicité se démontre en reprenant la construction précédente et en vérifiant qu’a chaque étape il n’y a pas
d’autre choix possible que celui que 'on a fait ci-dessus. ]

En effectuant une récurrence compléte, on obtient une version “infinie” du procédé d’orthonormalisation

de Schmidt :

Théoréme 2.22. Soit (an)nen une famille libre de E. Alors il existe une unique famille orthonormale (ep)nen
telle que

(i) Y5 e N, Vect(er,--- ,e;) = Vect(ai,- -+ ,aj),
(ii) VjeN, (aj,e;) € R%.

2.3 Projection orthogonale

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert.

Théoréme 2.23 (Projection sur un convexe fermé). Soit K un convexe fermé non vide d’un espace de
Hilbert H. Alors pour tout x € H, il existe un unique point p, € K tel que

|z = pe| = d(z, K) := inf [z —y].
yeK

Le point p, est appelé projection de x sur K. C’est l'unique point de K vérifiant

Vy e K, Re(x_pxay_px) <0. (2)

12



Démonstration. L'unicité vient du fait que si p, et p), € K vérifient ||z — p,| = |z — p| = d(z, K), alors
d’aprés Uidentité de la médiane (conséquence facile de l'identité du parallélogramme) on a

2
1>+ e = pel? =

/
+

2
) <o
d’ou [[p, — pe|| = 0 puis pl, = pz.
Pour Dexistence on note d = d(z, K). Par définition il existe (z,)neny < K tel que limy,_,qo ||z — 2, = d.
D’aprés l'identité de la médiane, on a

1
SIpe = |2 +2)a

et donc

2
eK

/
_|_
[ — pal® = 4(d2(937 K) - H”“” I
~—

1 Ty + Ty |2
vm,neN, o= 2ml? + o = 2al? = 5|00 = 2m|? + 2 |0 - 22272

>d

donc
1

2
La suite (z,)nen est de Cauchy, et sa limite p, appartient & K car K est fermé.
Il ne reste plus qu’a vérifier . Soit y € K. Pour tout ¢ € [0, 1] on définit y; = p, +t(y — pz). Comme y; € K,
on a

|20 — 2] < & = 2m|® + |2 — 2] — 24°.

I I”

|z — pa|® < |z — w|? = |z — po|® + |y — pa|* — 2t Re(z — po, y — ).

En faisant tendre ¢t vers 0 on en déduit que Re(z — py,y — ps) < 0.

Réciproquement si zp € K vérifie Re(x—xg, y—x0) < 0 pour tout y € K, alors, puisque Re(xo—pg, z—ps) < 0,
|lzo — pu|* = Re(zo — pay w0 — 7) + Re(wo — Py @ — pz) <O

et donc zg = p,. O

Corollaire 2.24. Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H. Pour tout x € H, la projection de x sur F' est
lunique point p, de F tel que x — p, € FT-.

Démonstration. On a déja vu que
VzeF, Re(x — pg, 2 — pz) < 0.

Pour y € F fixé, on a en prenant z = p, — y puis z = p, + y (et aussi z = p, + iy dans le cas complexe) que

( — pzyy) = 0.
Soit p!, un point de F' tel que x—p/, € FL. Comme p—ps € Fona (x—py,p—ps) = 0et (x—pl,, pl,—ps) = 0.
Donc par soustraction |p,, — pz|? = 0, p’. = p.. 0

Proposition 2.25. Soit F' un sous-espace vectoriel de H. Les trois énoncés suivant sont équivalents :

(i) F est fermé,

(ii) H=F@®F*,

(iii) (FY)" = F.
Démonstration. (i) == (ii). Supposons F' fermé. Soit x € H et soit p, sa projection sur F. On a & =
pe + (. — pg) avec py € F et x —p, € F-.
(i4) == (i4). Soit x € (FL)+. On écrit x = y + z avec y € F et 2z € F. On a donc (x,2) = (y,2) + ||
Comme z est orthogonal & F-, (z,2) = 0. Mais comme y € F et z € F*, (y,2) = 0. Donc z = 0, c’est-a-dire
x € F. Et donc (FL)l c F. Or comme on a toujours F' < (FL)L, on a la conclusion.
(iii1) = (i). F = (FL)J', or un orthogonal est toujours fermé. O
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Corollaire 2.26. Pour tout sous-ensemble A de H on a Vect A = (AL)l.

Démonstration. On note F' = Vect A. 1l faut montrer (AL)L c F. Par la proposition précédente on a que
(FJ')J' = F. Mais comme A c F, on a At > F* puis (AJ-)J' c (FJ')L = F. O

Définition 2.27. Soit F un sous-espace vectoriel fermé de H. Le sous-espace vectoriel F est appelé sup-
plémentaire orthogonal de F. Tout élément x de H se décompose de maniére unique en

r=y+z avecyelF et z€ FL.

Le vecteur y est le projeté orthogonal de x sur F' et l’application x — y est appelée projection orthogonale
sur F.

Exercice. Vérifier que si p est une projection orthogonale, alors pour tout 2z € H on a |p(z)| < |=|.

Proposition 2.28. Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de H, et soit (e1,--- ,e,) une base
orthonormale de F. Le projecteur orthogonal p sur F est donné par la formule

n

Vx e H, p(x) = Z(m, €;)eé;.

i=1
Démonstration. 1 est clair que p(x) € F et x — p(z) € FL. O
Corollaire 2.29. Soit F' un sous-espace vectoriel de H de dimension finie, et soit (e1,- - ,ep) une base
orthonormale de F. Alors on a
n
Vee H,  d@ F)=|z—p)] =||=> =] (= e)
i=1

De plus p(x) est l'unique point de F ou cette distance est atteinte.

2.4 Deux résultats importants dans les Hilbert

Théoréme 2.30 (Riesz-Fréchet). Soit H un Hilbert. Pour tout f € H', il existe un unique x € H tel que

VyeH, f(y)=(y,ar)
De plus 2] = |l

Démonstration. On commence par l'unicité. Si f(y) = (y,z) = (y,2’) pour tout y € H, alors pour tout
ye H, (y,x —2') =0, et donc z — 2’ = 0.

Pour l'existence on exclut le cas f = 0 qui est évident. Soit donc f € H'\{0}. Alors Ker f est un hyperplan
fermé de H qui admet donc un supplémentaire orthogonal (Ker f)* non réduit & {0}. Soit ¢ € (Ker £)\{0}.

On a f(xg) #0 et
f(y)

Yye H, y— xg € Ker f.
f (o)
On a donc )
Y 2
Yye H, (y,x9) = zo|”.
(0) = L2

On pose alors x = ﬁ‘éjﬁg z0.
Enfin, puisque f(y) = (y,x) pour tout y € H, l'inégalité de Cauchy-Schwarz assure que |f(y)| < [|z][y/, et
donc | f| g < |x]. Mais comme f(x) = |z|?, on a en fait | f|| gz = |z]. O
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Théoréme 2.31 (Lax-Milgram). Soit H un Hilbert et soit a(-,-) une forme bilinéaire continue sur H. On
suppose que a est coercive, c’est-a-dire

Jeo >0, Ve e H, |a(z,z)| = colz|*
Alors pour tout f € H' il existe un unique x € H tel que
Yy e H, a(y,z) = f(y).

Démonstration. Comme a est continue, pour tout x € H 'application y — a(y,z) est une forme linéaire
continue sur H. Donc par le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet il existe un unique A, € H tel que

Yye H, a(y,z)= (y,Az).

Il est clair que A : z — A, est linéaire dans le cas réel et semi-linéaire dans le cas complexe. De plus, par
continuité de a, il existe C' > 0 tel que

Vee H, [Al* = (A, As) = a(Ag,2) < C|| A2
Donc A est continue de H dans H. Par ailleurs, toujours d’aprés Riesz-Fréchet, il existe xg € H tel que
Vye H, f(y)Z(y,xo)-

On est donc ramené a résoudre I’équation A(x) = xo.

Preuwve dans le cas ot la coercivité est remplacée par la condition plus forte Rea(z,x) > co|z|?. Pour
p > 0, considérons I'application
H H
Sy { -

r — x4+ plxg— A(z))
Clairement, & p fixé, résoudre A(z) = zg revient & trouver un point fixe pour S,. On a pour tous z,z’ € H
[Sp(2) = Sp(a")|? = |z — 2’| = 2pRe(x — 2, A(x — 2')) + p*| Az — 2)|*.
Donc en utilisant la coercivité (renforcée) de a et la continuité de A on a
Va0 e H,  [Sy(@) = Spl@)|? < (1= 2pco + p2CY) o — /|2,

On choisit p > 0 suffisamment petit pour avoir 1 — 2pcg + p?C? < 1 (par exemple p = @). Alors S, est
contractante et on conclut en appliquant le théoréme de point fixe de Banach-Picard.

Preuve dans le cas général. On prouve que A est injective et surjective. Par coercivité de a et en appliquant
Cauchy-Schwarz on a pour tout x € H

collz? < la(z, 2)| = [(z, A(x))] < |A(2)]]=],

et donc ||A(z)| = collz|| pour tout z € H. On en déduit que A est injective et d’image fermée. Notons Z cette
image. Par le théoréme du supplémentaire orthogonal d’un fermé, on sait que H = Z @ Z+. Soit maintenant
z € Z+. On a par définition (z, A(2)) = 0 et donc

coll2lP < la(z, )| = I(z, A(z)] = 0.

On en déduit que z = 0, donc Z+ = {0}, et par suite A est surjectif. O
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2.5 Bases hilbertiennes

Théoréme 2.32. Soit (v )nen une famille orthogonale d’un espace de Hilbert H. Alors la série Y, —o%n
converge dans H si et seulement si la série numérique Y, o |@n|* converge, et dans ce cas on a I’égalité de

Parseval :
0
D
n=0

Démonstration. Notons S, = >)_ . Pour m > n, on a Sy, — S, = >0, 4 o Par orthogonalité de la
famille (xg)gen, on a donc

2 o0

.
0

n=

m

[Sm = Sal® = D} Nzl

k=n+1

Si I'on suppose que Y, |#x|? est convergente alors le terme de droite tend vers 0 (uniformément en m > n)
quand n tend vers l'infini, et (S, )nen est de Cauchy. Comme H est complet, (Sy,)nen converge.
Réciproquement si (S, )nen converge vers S € H, alors on a, toujours par orthogonalité des (xg)ken,

o0] n

D lael® = lim > k| = lim S, = [S]* < oo.
n—0o0 n—o0

k=0 k=0

Ce qui donne aussi Parseval. ]
En combinant le résultat de ce théoréme et 'inégalité de Bessel, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 2.33. Soit (ey)nen une suite orthonormale dans un espace de Hilbert H, et soit x € H. Alors la
serie Y ,,~0(T, en)en converge vers p(x), ot p est la projection orthogonale sur Vect{e,, n € N}.

Démonstration. On applique le théoréme a la suite z,, = (z,e,)e,. On sait par la proposition que
la famille |2, | = |(z,e,)| est de carré sommable et on a donc que la série Y} _o(z,en)e, est convergente. On

note y sa limite et on veut vérifier que y = p(z). Tout d’abord il est clair que y € Vect{e,, n € N}. Ensuite
pour tout n € N on a, par continuité et linéarité du produit scalaire par rapport a la premiére variable,

wew = (Jim, e, en) = Jim (S wewer,en) = @

k=0

1
qui assure que z — y € (Vect{e,, n € N})* = Vect{e,, n € N}, grace a la proposition m O

Définition 2.34 (Ensemble total). On dit qu’un sous-ensemble A d’un espace de Hilbert H est total si le
sous-espace vectoriel Vect A engendré par A est dense dans H.

Proposition 2.35. Soit A un sous-ensemble d’un espace de Hilbert H. Alors A est totale si et seulement si
At = {0}

Démonstration. Si A est total on utilise la proposition pour dire que A+ = Vect A= {0}.
Réciproquement si A+ = {0} alors on utilise le corollaire qui assure que Vect A = (AL)L =H. O

Remarque 2.36. Comme cas particulier trés important, on obtient qu’un sous-espace vectoriel F' de H est
dense si et seulement si F'+ = {0}.

Définition 2.37 (Base hilbertienne). Soit H un espace de Hilbert et soit (en)nen une suite d’éléments de
H. On dit que (en)nen est une base hilbertienne de H si c’est une famille orthonormale et totale.

Remarque 2.38. Grice au procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, on obtient facilement qu’un
espace de Hilbert admet une base hilbertienne (dénombrable) si et seulement si il est séparable.
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Théoréme 2.39. Soit (en)nen une suite orthonormale dans un espace de Hilbert H. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) La famille (en)nen est totale ;

0¢]

(ii) Vo e H, x = ) (z,en)en ;

n=0

0
(iii) Yo e H, []> = ) |(z,en)]*
n=0

Démonstration. (i) = (ii). La projection orthogonale sur Vect{e,, n € N} = H est l'identiteé.
(19) = (4i3). C’est une conséquence immédiate de 1'égalité de Parseval appliquée & z,, = (x, e, )en,.
(iii) = (4). Si x € {en, n € N}*, alors clairement |z]|? = 0 et donc x = 0. O
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3 Equations différentielles
On s’intéresse & des équations différentielles de degré 1 dans R?, c¢’est-a-dire des équations de la forme
X' = f(t,X) (3)

oil I'inconnue est X = X(t) et f: I x Q — R? est une fonction donnée avec I intervalle ouvert de R et
ouvert de R?. On supposera toujours que f est continue.

Définition 3.1. On appelle solution de [’équation différentielle toute fonction X de classe C' sur un
intervalle J < I et a valeurs dans ) qui satisfait

X'(t) = f(t,X(t)) pour tout te J.

Avant de s’intéresser aux solutions d’une équation différentielle, on commence par donner un lemme
classique et trés utile.

Lemme 3.2 (Gronwall). Soient u, a, b trois fonctions continues sur un intervalle [to,t1] a valeurs réelles.
St la fonction a est positive et que

u(t) < b(t) + / a(s)u(s)ds pour tout t € [to,t1],

alors
u(t) < b(t) + / a(s)b(s)ej: a(s")ds’ g g pour tout t € [to,t1]-

Démonstration. On pose v(t) = [, " a(s)u(s)ds. Cette fonction de classe C* vérifie Vinégalité différentielle

V' (t) < a(t)b(t) + a(t)v(t),

et donc
d
dt
Puisque v(typ) = 0, on en déduit par intégration que

(v(t)e I ") < atplt)e Jig ale)ds,

t t s 7 7
v(t)e Jig @) o / a(s)b(s)e Jig als')ds ds,
to
qui s’écrit aussi

¢ t ’ /
v(t) < / a(s)b(s)els 4N gg.
t

0

En injectant cette information dans ’hypothése du lemme on obtient bien la conclusion. O

3.1 Probléme de Cauchy

On appelle probléme de Cauchy le systéme d’équations

{ X'(t) = f(t, X (1)), tel,
X(to) = Xo,

ou (tg,xg) € J x § est donné.
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Définition 3.3. On dit qu’une fonction f : I x Q@ — R? est localement lipschitzienne en sa seconde variable
si pour tout intervalle [t_,t] < I et tout compact K < Q il existe L > 0 tel que

Vte[tﬂﬁ]aV%yGK, Hf(tvx)_f(t’y)” <LH:U—yH (5)
Le théoréme qui suit est un résultat d’existence locale et d’unicité pour le probléme de Cauchy .
Théoréme 3.4 (Cauchy-Lipschitz). Supposons que f est continue sur I x S et localement lipschitzienne en
sa seconde variable. Alors, pour tout (tg,zg) € I x Q :

(i) il existe 7 > 0 et X € C1([tg — 7,t0 + 7], 9) solution de avec J = [to — T,to + 7] ;
(ii) si X1 et Xo sont des solutions de (4]) sur des intervalles Jy et Ja, alors X1 = Xo sur Jy 0 Ja.

Démonstration. (i) Erxistence. On démontre un résultat un peu plus fort, a savoir que :

Pour tout intervalle [t_,t;.] < I et tout compact K < €, il existe 7 > 0 tel que pour tout (tg,xg) €
[t_,t.] x K il existe une solution X € C([tp — 7,0 + 7], Q) de avec J = [to — T,to + T].

L’idée de la démonstration est de réécrire le probléme de Cauchy sous la forme intégrale

t
X(t)=z0+ | f(s,X(s))ds
to
et d’utiliser le théoréme de Banach-Picard pour obtenir I'existence d’un point fixe pour 'opérateur I' défini

par
t

X (t) =z + t f(s,X(s))ds.

Soient [t_,t;] = I et K < Q compact. On se donne € > 0 assez petit pour que [t ,t% ] := [t_—€,t1+e] = 1
et K. :={z eR? d(x,K) <€} = Q, et on note L, la constante de Lipschitz locale correspondant a [t<, <]
et K.. Comme f est continue, il existe une constante M, telle que

[f(t,z)| < M, pour tous te [t ,t5] et xe K.
On choisit alors 7 > 0 suffisamment petit pour que
T < €, TM, < € et 7L < 1.
On fixe maintenant (¢o,zo) € [t—,¢+] x K. La condition 7 < € assure que I'X est bien défini pour X dans
E :=C([to —T,to + 7], K¢).

La condition 7 M, < € assure que 'opérateur I' ainsi défini envoie E dans lui-méme puisque pour tout X € F
et tout t € [tg — 7,t0 + 7] on a

< |t —to|Me < TMe < e.

DX () — 0] < ] [ st x (1 as

Muni de la distance induite par la norme || - |o, 'ensemble E est un espace métrique complet, et la derniére
condition 7L, < 1 assure que I' est une contraction stricte pour cette norme puisque pour tous X,Y € F et
tout t € [tog — 7,tp + 7] on a

ITX () —TY (@) < ‘ 1f (s, X () = f(5,Y (5))] ds| < TLe[ X = Yo

to

Le théoréme de point fixe de Banach-Picard assure donc l'existence d’un unique point fixe dans E pour
lopérateur T, et ce point fixe est la solution recherchée.
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(i) Unicité. Soient X1 et Xo des solutions de (4]) sur des intervalles J; et Jo. On suppose que J1 N Jo n’est
pas réduit a {to}, auquel cas le résultat est immédiat. On a alors que U'intervalle J; n J; n’est pas d’intérieur
vide et on note |t_,t;[ cet intérieur. Remarquons que nécessairement t_ < to < t4.

Si ty > to, alors pour tout € €]0,t — to[ les fonctions X; et Xo sont continues sur [tg, ¢4 — €] et leur
image sur cet intervalle compact est donc compacte dans €2. On note K, la réunion de ces deux images et L.
la constante de Lipschitz de f sur [to,t4+ — €] x K. On a alors

[X1(t) — Xa(8)] < [ X1(to) — Xa(to) [ + Le/t | X1(s) — Xa(s)| ds

sur [to,t+ — €] et le lemme de Grénwall nous assure que
|X1() = Xa(t)] < "X (to) — Xa(to)]| = 0

pour tout t € [to,t+ — €]. On en déduit I'égalité de X1 et Xo sur [to, 4], et méme sur [to,t4] sity € Jp N Jo
par continuité de X7 et Xo.
Sit_ <ty on obtient de la méme maniére I'égalité de Xy et Xy sur | — 00, t9] N J1 N Jo en écrivant que

t
Xl(tg — t) — Xg(to — t) = Xl(to) — Xg(to) — / (f(tg — S,Xl(to — S)) — f(t(], S,Xg(to — S))) ds
0
pour tout t € [0,tg — t_[ et en appliquant le lemme de Gronwall. O

Le résultat d’unicité dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure qu’il existe un plus grand intervalle
J < I sur lequel le probléme de Cauchy admet une solution, et que cette solution est unique. Cette
solution est appelée solution maximale : par définition on ne peut pas la prolonger au dela de J. Lorsque
J =1, on dit que cette solution est globale.

Théoréme 3.5. On se place sous les mémes hypothéses sur f que dans le théoréme et on consideére
X € CYJ,Q) une solution mazimale de . Alors ou bien supJ = sup I ou bien “X sort de tout compact
de Q7 c’est-a-dire que pour tout compact K < §Q, il existe tx < supJ tel que

X(t) e Q\K pour tout te Jn [tg,+ool.
Et on a le résultat analogue pour les bornes inférieures.

Démonstration. Supposons par I'absurde que ¢t := sup J < sup [ et qu’il existe un compact K < €2 et une
suite (tn)nen < J tendant vers ¢, telle que (X (¢,)) € K. Comme on I’a montré dans la preuve du point (i)
du théoréme on peut trouver un 7 > 0 tel que pour tout (sg,yo) € [to,t+] x K il existe une solution
Y € CY([so — 7,80 + 7],9Q) de telle que Y (s9) = yo. Comme ¢, tend vers ¢, il existe un ng tel que
tno € [t+ — 7/2,t4] et donc une solution Y € C1([tn, — T,tn, + 7], Q) de (3) telle que Y (t,,) = X (tn,). Ceci
contredit le fait que X soit une solution maximale puisque ¢y, + 7 > t,. O

Exemple. Pour l’équation de Ricatti on I = Q =R et f(t,x) = 22, seule la solution nulle est globale.

Corollaire 3.6. On considére le cas Q = R? et on suppose que f est continue sur I x R%, localement
lipschitzienne en sa seconde variable, et que pour tout [t_,t] < I il existe M > 0 tel que

vte [t t ] Ve eRY, | f(ta)] < M(1+ |z)). (6)

Alors toutes les solutions maximales de (3)) sont globales.
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Démonstration. Soit (tg,zo) € I x R? et soit X € C'(J,R%) la solution maximale de (). Supposons par
I’absurde que t; := supJ < sup . On part alors de

X(@t)=x0+ | f(s,X(s))ds

to

pour en déduire en utilisant @ I’existence d'un M > 0 tel que

t
[X@)] < |woll + M(t4 —to) + M [ | X(s)] ds

to

pour tout t € [tg,t+[. Le lemme de Gronwall assure alors que
1 X@)] < (ol + M(ts - to))eM(t+—to)

pour tout ¢ € [to, t4[. Cette estimée empéche la sortie de tout compact, ce qui contredit le théoréme On
en déduit donc que sup J = sup I, et par le méme raisonnement que inf J = inf I. Comme I est ouvert, cela
donne bien que J = I. O

Remarque 3.7. Si la fonction f est globalement lipschitzienne en sa seconde variable sur I x R?, ¢’est-a-dire
sl existe L > 0 tel que

vteLVo,yeR?,  |f(t,x) - f(t.y)l < Llz—yl.
alors f vérifie clairement a la fois et @

On va maintenant relaxer les hypothéses (et la conclusion) de Cauchy-Lipschitz. Le théoréme ci-
dessous assure que I’hypothése de continuité de f est suffisante pour garantir I’existence locale d’une solution,
c’est-a-dire le point (i) du théoréme . En revanche 1'unicité est perdue, comme le montre ’exemple suivant.

Exemple. Considérons l'équation différentielle X'(t) = 24/|X(t)] sur I x & = R x R. Pour tout a = 0, la
fonction X (t) = Ny=q(t — a)? est une solution globale du probleme de Cauchy avec donnée initiale X (0) = 0.

Théoréme 3.8 (Cauchy-Peano-Arzela). Supposons que f est continue sur I x 2. Alors, pour tout (to, xo) €
I x 9, il existe 7 >0 et X € C([tg — 7,t0 + 7], Q) solution de avec J = [to — T, to + T].

Démonstration. On peut toujours trouver une suite de fonctions f,, € C*(IxQ) telle que f,, — f uniformément
sur tout compact de I x Q, par exemple en prenant

fat.2) = [ f(s:y)onlt = s,z —y)dsdy  avec p, = n™lp(n-), pe Co(R™Y), p=0, /p =1L
X
Par Cauchy-Lipschitz on a alors pour tout n une unique solution X, d’intervalle maximal J,, < I au probléme
de Cauchy X’ = f,,(t,X), X (to) = 0. On va maintenant montrer qu’il existe 7 > 0 tel que [to—T7,to+7]| < Jp
pour tout n.
On commence par prendre € > 0 tel que [tg—e, to+€] x B(wg, €) = I xQ. Comme f,, converge uniformément
vers f sur tout compact, il existe M, > 0 tel que

[ fn(t,z)| < M. pour tous t € [tg — €,to + €], z € B(wg,¢) et neN.

On choisit alors 7 > 0 suffisamment petit pour que 7M., < € et on obtient, comme dans la preuve du
théoréme (’L), que X, (t) € B(zo,€) pour tout t € [tg — T,to + 7]. Le théoréme de sortie de tout compact
garantit donc que [tg — 7,t0 + 7] < J,.

On en déduit également que t — f,, (¢, X,,(t)) est uniformément bornée sur [tg — 7,19 + 7], et X/ aussi. La
suite X, est donc uniformément lipschitzienne et le théoréme d’Ascoli assure alors que 1’on peut en extraire
o(n) qui converge vers X dans C([to —7,t0 + 7], R%). Donc on a aussi que t — f,(t, Xom) (1)
tend vers t — f(t, X (t)) dans C([to—T, to+7],R?). En passant a la limite dans X,,(t) = xo—i-ftto fn(s, Xn(s))ds,
on obtient bien que X est de classe C! sur [tg — 7,tg + 7] et vérifie X' = f(t, X). O

une sous-suite X,
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3.2 Systémes différentiels linéaires
On s’intéresse ici aux équations différentielles du type
X' = At)X + B(t) (7)

ot A est une fonction continue de I dans Mg(R) et B est une fonction continue de I dans R%. On remarque
que les hypothéses du corollaire [3.6] sont vérifiées, et ce systéme d’équations admet donc pour toute donnée
initiale (tg,z0) € I x R? une unique solution maximale, qui est globale.

Il est utile pour étudier de considérer I’équation
M' = A({t)M (8)
dans M 4(R).

Définition 3.9. On appelle résolvante de [’équation différentielle
X' =At)X

Uapplication
R: IxI — MyR)
(t,to) — R(t,to)

ot t — R(t, to) est la solution du probléme de Cauchy pour avec donnée initiale R(to,to) = I4.

Proposition 3.10. La résolvante vérifie la propriété de semi-groupe
R(tv S)R(Sv tO) = R(t7 tO)
pour tous t,s,tg € I.

Démonstration. Soient g € R? et X (t) = R(t,tg)xo. Alors la solution du probléme de Cauchy Y’ = A(t)Y’
avec donnée initiale Y'(s) = X (s) n’est autre que X, mais elle s’exprime aussi comme

Y(t) = R(t7 S)X(S) = R(tv S)R(Sv tO)xO;
d’ou la conclusion. O

Lemme 3.11. Dans le cas autonome, c’est-a-dire quand la matrice A ne dépend pas de t, on a la formule
0
_ _ (t B S)n n
R(t,s) = exp ((t — s)A) = 20 TA .
n—

Via ce lemme, on remarque que ’étude du spectre de A fournit des informations essentielles pour carac-
tériser le comportement des solutions de X’ = AX dans le cas autonome.

t
A Dans le cas non-autonome, on a en dimension d = 1 la formule R(¢,s) = els aMdT 1] et important de
noter que cette formule ne se généralise pas & la dimension supérieure! Ceci est li¢ au fait que ede? n’est
pas égal & et B quand les matrices A et B ne commutent pas.

Proposition 3.12 (Formule de Duhamel, ou variation de la constante). La solution du probléme de Cau-
chy avec donnée initiale X (tg) = xo s’exprime en fonction de la résolvante R a travers la formule

X(t) = R(t,to)xo + /t R(t,s)B(s) ds.

to
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3.3 Equations différentielles autonomes

On s’intéresse ici aux équations différentielles autonomes, c’est-a-dire de la forme

X' = f(X).

On supposera que f est de classe C!, et donc en particulier localement lipschitzienne. Comme la fonction f ne
dépend pas de t, 'intervalle de définition en temps est I = R et on peut toujours se ramener par translation
au cas ol tg = 0. Le probléme de Cauchy que 'on considére est alors celui de donnée initiale X (0) = xg.

Rappel : Un point singulier du champ de vecteurs f est un point x € Q tel que f(z) = 0. C’est donc un point
d’équilibre pour I'équation X’ = f(X).

Définition 3.13 (Stabilité au sens de Lyapunov). Un point singulier T d’un champ de vecteurs f € C1(Q)
est un point d’équilibre stable s’il existe un voisinage Vy de T dans §2 tel que

(i) pour tout xg € Vo, la solution mazimale du probléme de Cauchy est définie pour tout t = 0 ;

(ii) pour tout voisinage U de T dans 2, il existe un voisinage V < Vy tel que X (t) appartient a U pour tout
t >0 et tout xge V.

St de plus on a

(i1i) X (t) converge vers T quand t — 400 pour tout xo € Vy,

alors le point d’équilibre T est dit asymptotiquement stable. On dit qu’un point est instable quand il n’est
pas stable.

Pour les systéme linéaires, on a le résultat suivant dont la preuve repose sur des résultats d’algébre linéaire.

Théoréme 3.14. Soit A € My(R). Le point O est stable pour l’équation X' = AX si et seulement si
(i) les valeurs propres de A sont toutes de partie réelle négative ou nulle,
(11) les valeurs propres imaginaires pures de A sont semi-simples (pas de bloc de Jordan non trivial).
Le point 0 est asymptotiquement stable si et seulement si

(i17) les valeurs propres de A sont toutes de partie réelle strictement négative.
Pour les équations non-linéaires, on a les résultats de Lyapunov qui suivent.

Définition 3.15 (Fonction de Lyapunov). On appelle fonction de Lyapunov pour le champ de vecteurs f
toute fonction F € CL(Y,R), avec Q' < Q ouvert, telle que

VF(z)- f(x) <0 Vre Q.

La motivation de cette définition est que si €’ est stable par 'équation X’ = f(X), alors F est décroissante
le long des trajectoires issues de €. En effet si 29 € €', on a pour tout ¢ > 0 dans l'intervalle maximal
d’existence p
P X ®) = VEX() - X'(t) = VF(X () - f(X(#)) <0.

Théoréme 3.16 (Lyapunov n°l). Soit Z un point singulier du champ f € C1(Q). On suppose qu’il existe un
voisinage ' de T dans Q et une fonction de Lyapunov F € C(Y,R) pour laquelle T est un minimum local
strict. Alors T est un point d’équilibre stable.

Si de plus F est une fonction de Lyapunov forte, c¢’est-a-dire si VF(z) - f(x) < 0 pour tout x € Q'\{x},
alors T est asymptotiquement stable.
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Démonstration. Comme # est un minimum local strict, il existe 79 > 0 tel que B(z,n9) = Q' et F(z) > F(Z)
pour tout x € B(Z,no)\{Z}.
Pour n’importe quel 7 tel que 0 < n < 79, on note € > 0 le minimum de F'(z) — F(Z) sur le bord de
B(z,n) et
V, ={x € B(z,n), F(z) < F(Z) + €}.

Cet ensemble V, est un voisinage ouvert de Z, par continuité de F', qui est de plus stable par le flot de
I'équation X’ = f(X). En effet , si zg € V,, alors

F(X(t)) < F(zo) < F(Z) + ¢

pour tout ¢ > 0 dans l'intervalle maximal de définition de la solution. En particulier, on en déduit par
définition de € que X (t) € B(Z,n) et, comme B(Z,n) est un compact de €2, le théoréme assure que la
solution est définie pour tout temps ¢ > 0.

La stabilité au sens de Lyapunov de Z est alors vérifiée avec le voisinage Vo = Vy,. On vient de voir
que le point (1) était vérifié. Pour le point (ii), on part du fait que pour tout voisinage U de Z il existe un
n €]0,m0] tel que B(Z,n) < U. Le voisinage V = V, convient alors puisque pour tout xg € V,, et tout ¢t > 0
ona X(t)eV, < B(z,n) cU.

Supposons maintenant que F' est une fonction de Lyapunov stricte et soit 29 € Vo\{Z}. La fonction ¢ —
F(X(t)) est alors strictement décroissante et minorée par F(Z). Supposons par I’absurde que la trajectoire
X (t) ne converge pas vers . Alors F'(X (t)) converge vers ¢ > F(Z), puisque Z est un minimum strict sur Vp.
Notons alors

W={zxely, F(z)>l}={reB(x,mn)), {<F(x)<F)+¢}.

Par compacité de W et continuité de VF - f nous avons pour tout o € W

VE()- f(x) <m:= Héa%VF(y) - fly) <0.

On en déduit que pour tout ¢t = 0

ZF(X(1) = VE(X(0) - f(X() < m,

qui conduit &
F(X(t)) < F(zo) + mt - —o0 quand t — +00

et donc une contradiction avec F'(X (t)) = F(z). O

On donne maintenant une variante du théoréme précédent, qui sous des hypothéses un peu plus forte
garantit la stabilité exponentielle (avec un taux quantifié) de z.

Théoréme 3.17 (Lyapunov n°2). Soit Z un point singulier du champ f € C1(Q). On suppose qu’il existe un
voisinage Y de T dans Q et une fonction F € C2(V,R) telle que

(i) il existe o > 0 tel que D?>F(Z) = ald (c’est-a-dire D>F(Z)(h, h) = a|h|? pour tout h € R?),

(ii) il existe B > 0 tel que VF(z) - f(x) < —B(F(x) — F(Z)) pour tout x € .

Alors T est un point d’équilibre exponentiellement stable, dans le sens ot il existe un voisinage Vy de T et
une constante Cy > 0 tels que pour tout xg € Vy et tout t = 0,

|X(t) = 2 < Coe |y — z].
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Démonstration. Tout d’abord on remarque que (i) assure que T est un minimum local strict. En reprenant
les notations de la preuve du théoréme on déduit immeédiatement de (ii) que F est une fonction de
Lyapunov forte sur B(Z,ng), puisque F(z) > F(Z) pour = € B(Z,no)\{Z}.

Plus précisément, d’aprés (i) et la formule de Taylor a I'ordre 2, il existe 79 > 0 tel que B(Z,m9) < € et

F(z) — F(z) > ZHx —z|?.

pour tout x € B(Z,np). On a également, par Taylor reste intégral, que pour tout x € B(Z, no)

P~ F@ < (s D20~ ol

yGB(ffﬂ?O)

En gardant toujours les notations de la preuve du théoréme on a d’autre part en utilisant (i) que pour
tout xp € Vg et tout t = 0

o (F(X(@) = F(z)) = VE(X(?)) - f(X(2)) < =BF(X (1)) - F(2)),
qui donne immédiatement par intégration

F(X(t)) — F(z) < (F(xo) — F(z))e P

On obtient donc finalement

_ 4 _ 4 I 1 _i2 —
|X(t) = 2* < —(F(X(1)) = F(Z)) < ~(F(w) = F(z))e " < ( sup IIDQF(y)|> | — e
(0% «Q « B
yEB(CB,ﬁo)
qui donne le résultat en prenant la racine carrée. O

Un résultat remarquable de la théorie de Lyapunov est le théoréme de linéarisation suivant.

Théoréme 3.18 (Lyapunov n°3). Soit & un point singulier du champ f € C1(2). On suppose que la matrice
jacobienne Df(Z) a toutes ses wvaleurs propres de partie réelle strictement négative. Alors T est un point
d’équilibre exponentiellement stable.

Démonstration. On note || - | la norme hermitienne sur C% muni du produit scalaire usuel (|z| = /2 - z).
Quitte & considérer la fonction = — f(zr — &), on peut se ramener au cas T = 0. Notons alors A = Df(0)
et A1, -, A\ les valeurs propres distinctes de A. En utilisant la décomposition C? = @ker(A — X;)™ en

sous-espaces caractéristiques de A, on peut écrire de maniére unique tout x de C? comme
x =21+ + p, xj € ker(A — ;)™

et définir sur R? la norme
|lz], = max |z;].

1<j<k
Chaque sous-espace caractéristique ker(A — A;)™i est stable par A, donc par el et
mj—1 tf
etASCj _ et)\jet(A—)\jI)xj _ et)\]-< KZ E(A o A]])é) ).
=0

On en déduit alors facilement Pexistence d’une constante C' > 0 telle que pour tout z € C¢ et tout t = 0

k
ez, < O+ 1) 1(2 tRe<Af>)|a:|c-
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Par équivalence des normes, la méme inégalité (avec une constante C' différente) est également vraie pour la
norme | - |. Comme on a Re(\;) < 0 pour tout j, on peut trouver a vérifiant 0 < a < min(—Re(};)) et on a

alors l'existence d’un C, > 0 tel que
le“te] < Cae™ |

pour tout z € R? et tout ¢ > 0. Ainsi 0 est exponentiellement stable pour I'équation linéaire X' = AX.
L’objectif maintenant est d’en déduire la stabilité exponentielle de 0 pour 1’équation non-linéaire X’ = f(X)
en exploitant le fait que f(x) — Az = f(x) — f(0) — Df(0)(z) est petit quand = est proche 0. Pour cela on
définit la forme bilinéaire symétrique b sur R? x R? par

o0
bz, y) = /0 (e - ey,

qui est bien une intégrale convergente puisque etz - etdy| < [efx| ||ty < C2|z| |ylle=2*, et la forme
quadratique g associée

0
4(@) = bz, z) = / JetAx|2dt
0

qui est clairement définie positive. Comme toute forme quadratique, g est de classe C? sur R? (et méme de
classe C*), avec

Dq(z)(h) = 2b(z,h) et  D?q(z)(h, k) = 2b(h, k).

On va maintenant montrer que F' = ¢ est une fonction de Lyapunov pour f au voisinage de £ = 0 qui vérifie
les points (i) et (i) du Théoréme ce qui terminera la preuve. Pour cela on introduit la norme

Iz, = v a(x).

Pour vérifier le point (i) on écrit simplement que pour tout h € R?

D?q(0)(h, h) = 2b(h, h) = 2q(h) = 2[h[; > a|h|?,
ou on a utilisé I’équivalence des normes dans la derniére inégalité. Pour le point (i) on commence par calculer

Vq(x) - Az = Dq(z)(Az) = 2b(x, Ax)
© © ©
_ /0 2(ea) - (e Ax)dt = /O (el at = [leta]?]” = ~Jal?
puis, en notant r(z) = f(z) — Az,
Va(z) - f(z) = 2b(, f(z)) = 2b(z, Az) + 2b(z, 7(2)) = —|z[* + 2b(z, r(2)) < 28]z, + 2b(z, r(2)),

ol on s’est & nouveau servi de ’équivalence des normes dans la derniére inégalité. On utilise ensuite I'inégalité
de Cauchy-Schwarz pour la produit scalaire b, qui assure que

[b(z,r(2))] < [z lr(2)]

q7
et le fait que r(z) est petit quand = est proche de 0. Plus précisément, en écrivant la définition de la
différentielle de f en 0 pour la norme | - |, on a que

Ir(@)lg = [f(x) = £(0) =D () (@)], = o(ll,) ~ lorsque [z], — 0.

On peut donc trouver un n > 0 tel que ||z, <n = |r(z)|, < 8/2 et on a alors

Va(x) - f(z) < =Blz|2 = —B(g(x) — q(0))

pour tout = € B,(0,1) = {y € RY, lyl, < m}, ce qui est exactement le point (i¢) pour la fonction F' = ¢ sur
QY = By(0,7m). O
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